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   » مامجموعهف اهدا«

  )۲۰نهايي ( آموزان کشوربراي دانشو عملکرد ثبت بهترين سابقه تحصيلي 
  

  هاي برتر کنکور و ورودي سمپاد و نمونه کسب رتبه
  

  :زمينه گوناگونسطح و  ۴در 

  ؛ آموزش مفهومي کتاب و آمادگي نهايي

  آموزش نکته و تست پيشرفته کنکور؛

  آموزش رياضيات تيزهوشان؛

  :و

  آموزش هوش و استعداد تحليلي
  )ليست کامل در انتهاي فايل(

  
  
  

  )فردمنحصر به( آموز؛درس

  

Up to date 

Quality in Education 
D&A - Since 2012 

  آموز درسعلميگروه 

  يمرجع تخصصي توليد محتواي آموزش
  

  »هوش و استعداد تحلیلƝ«  &  »ریاضیات«



  
  
  
  
  
  
  
  
   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  آموزشمحتواي جامع 
 )وعنمتفراوان و هاي مثال+ درسنامه دقيق (

   محتواي كتابكامل پوشش 
 )ها و تمرينات برگزيدهها، فعاليتمثالشامل (

   تمرينات پوششي
 )نامهپاسخ+ طرح انواع سؤالات ممکن نهايي بخش به بخش (

  سؤالات چالشي
   )جداگانه ويژه علاقمندانشده به صورت طرح (

 

 

 

 

۲۰ 

  نهاييهاي آزمونو بررسي آخرين پوشش 
Up to date 
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  )۱(نظريه اعداد 

پـــذیری در ، بخـــشانـــواعی از اســـتدلال
عـــددهای صـــحیح و الگـــوریتم تقـــسیم، 

  م عددهای صحیح .م.م و ک.م.ب

۲  

۱  

  رافگ

 و نمـودار ، مفـاهیم مربوطـهمعرفی گـراف
ــــواع  ــــراف مکمــــل، ان ــــر گــــراف و گ آن، زی

  هاگوناگونی از گراف

۵۷  

۳  

  سازي با گرافمدل

گر، ی احاطهگری و مجموعهمفهوم احاطه
ی نیمال، مجموعهگر میی احاطهمجموعه

-نـیمم و تعیـین عـدد احاطــهگـر مـیاحاطـه

  گری

۸۲  

۴  

  )۲(نظريه اعداد 

نهــشتی عــددها و قــوانین آن، تعیــین هــم
-مانده تقسیم اعـداد و قـوانین بخـشباقی

نهــشتی و ســـیاله و پــذیری، معــادلات هــم
  تکنیک حل

۳۴  

۲  

  )۱ (رکيبياتت

، تعـداد هـااصول شمارش و برخی تکنیک
هـــــا و کـــــاربرد آن در برخـــــی ته گـــــلســـــد

هـای لاتـین و مسائل مهم شمارش، مربع
  ریزیبرنامه

۱۰۱  

۵  

  )۲ (ترکيبيات

اصل شمول و عـدم شـمول و کاربردهـایی 
از آن، اصـــــــل لانـــــــه کبـــــــوتری و برخـــــــی 

  کاربردهای آن 

۱۳۰  

۶  

 فهرست



 
 
 
 
 
  
  

                 

  

  
  
 

  
  

  

  
 

  صفحه  فهرست

 ۳  انواعي از استدلال  

 پذيري در بخش  ١٥  

 ٢٧  اعداد. م.م.و ک. م.م.ب  

  )١ (نظريه اعداد

 :آموزش
  ات گسستهرياضي

۱ 



  

  رياضيات گسسته
  

                                                                             ) ١(نظريه اعداد  :مبحث

 ٣  http://www.darsamoz.com 

  آموزوه  آموزشي درسگر 

 
  

  

  : يادآوري

  .که يا دقيقاً درست است و يا دقيقاً نادرستشود گفته مي )ادعايا (يک حکم به  »گزاره«
  : توجه کنيد

   : درست باشد، گوييم آن گزاره درست است، وليدر تمام حالات ممکناگر گزاره 
  .براي نادرست بودن آن، کافي است فقط در يک مورد نادرست شود

  . داردبا يک گزاره، در کل دو راه براي روشن کردن وضعيت آن وجود بنابراين، در مواجهه 

  اثبات درستي      يا      رد کردن
  

  .بريمکار ميه، روش زير را بيک ادعاي کلي براي رد
  
  
  
  
  
  

  : توجه کنيد
  .  که آن حکم نادرست استايماثبات کردهاگر بتوانيم براي يک حکم مثال نقض بياوريم، در واقع ) الف
اگر نتوانيم مثال نقض پيدا کنيم، در گام بعدي بايد به دنبال اثبات قطعي آن حکم باشيم که در ادامه دو روش کلي ) ب

  : به ياد داشته باشيد. مستقيم و غير مستقيم براي آن خواهيم ديد
  

  . خواهد شد، باعث اثبات آن حکم ن)استدلال استقرایی: یعنی(هر تعداد مثال در تأیید یک حکم آورده شود 
  : زيرا

  . ممکن است مثال نقض وجود داشته باشد، ولي از ديد ما پنهان بوده و در آينده يا توسط شخص ديگري پيدا شود
  

  . ي زير را تعيين کنيددرستي يا نادرستي گزاره :مثال✨

12، عدد 1تر از  بزرگnبراي هر عدد طبيعي  n است اول.  

 
  : يك مثال نقض استاين حكم براي 4nنادرست؛ عدد 

 

5315116124     .اول نيست    
  

 ---✨---  

  خـپاس 

  : مثال نقض
به چنين .  مثالي آورده شود كه كليت آن حكم را رد كندکافي استيک حكم کلي نادرست است، كه براي نشان دادن اين

  .شودگفته مي »مثال نقض«مثالي، 
 

۱ 
 

  انواعي از استدلال



  

  رياضيات گسسته
  

                                                                             ) ١(نظريه اعداد  :مبحث

 ٤  http://www.darsamoz.com 

  آموزوه  آموزشي درسگر 

   :توجه
  : شود، بايد داراي دو شرط زير باشدمثالي که براي نقض يک حکم کلي آورده مي

 ضِ عبارت داده شده را برقرار سازد، وليفر : 

 حکمِ آن عبارت نادرست شود.  
  

  . نادرست مثال نقض بياوريدي  گزارهي درست را اثبات کرده و برايگزاره :مثال✨

  . مجموع دو عدد گنگ، عددي گنگ است) الف

222جود ندارد که تساوي  وy و xهيچ دو عدد صحيح مانند ) ب )( yxyx ١٤٠٠خرداد نهايي؛ . ( برقرار باشد(  

 
  : هر دو گنگ هستند، ولي جمعشان گويا است2b و 2aعددهاي .  است و مثال نقض داردنادرست )الف

 

 022ba   
  : وجود دارند0y و 1xعددهاي . نادرست است و مثال نقض دارد )ب

 

1101 222  )()( yx 10101            و 2222  yx   
  

 ---✨---  

   . رد کنيدنقض مثال با را » .عدد گنگ، عددي گنگ استحاصل جمع سه «حكم  :مثال✨

  
12عددهاي گنگ ). گويا باشد(بايد سه عدد گنگ ارائه دهيم كه جمعشان گنگ نشود   ،22  223 و  اين شرايط را دارند:  

 

41222223     . گنگ نيست   
  

- --✨---  
  ٤٠٤١ خرداد نهايي؛

  ) نادرست -  درست(. ضرب هر عدد گويا در يک عدد گنگ، عددي گنگ استحاصل

  : نادرست است؛ مثال نقض :جواب
020: ضربحاصل     (0:        گویا2: گنگ گویا است (!  

  

  : ي زير نادرست است گزارهنشان دهيد :مثال✨
)(~ ExPx ; x  

)P ی اعداد اول و مجموعهEی اعداد طبیعی زوج مجموعه(.  

  
  : دهيمض را اثر ميابتدا توسط قانون دمورگان، نقي

  

)()( ExPx ; x )(~)(~ ExPx; x  
  .  هر دو نادرست هستند، تركيب فصلي هم نادرست خواهد شدE2 و P2چون . شود نقض مي2x توسطنماي سمت راست گزاره

  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 



  

  رياضيات گسسته
  

                                                                             ) ١(نظريه اعداد  :مبحث

 ٥  http://www.darsamoz.com 

  آموزوه  آموزشي درسگر 

  . ها حکم را تاييد کنند کنيم و تمام مثالاست نتوانيم هيچ مثال نقضي پيداممکن که گفتيم، چنان
  :در اين صورت، توجه کنيد

  

  .کان دارد مثال بعدي، يک مثال نقض باشدام ، چونتوان پذيرفتدرستي قطعي آن حکم را نمي :اولاً

  . شود ميتقويتحکم  بودن کنند، احتمال درستوقتي چندين مثال يک حکم را تاييد مي :ثانياً
  

   :، در چنين حالتيدر رياضيات

  .پذيريممي »فرضيه«يا  »حدس«حکم را به عنوان يک 
  

  . شود انجام ميي زيرؤلفهارد که توسط دو م شود، نياز به اثبات دتاييد قطعي  يا حدسکه فرضيهبراي اين
  

 حقايق پذيرفته شده 

 .اثبات شده استپذيرفته يا ها اصول و احکامي که قبلاً درستي آن

 هاي درست استنتاجروش 

برنـد تـا يـک حکـم جديـد      کار ميه استدلال، مفروضات مسأله را ب    هاي درستِ ي قبلي با روش   معمولاً حقايق پذيرفته شده   
  . وداثبات ش

  

   :حقايق پذيرفته شده
  :  روند را ببينيدکار ميه بفراوانها برخي حقايق پذيرفته شده که در اثبات

  هر عدد زوج به صورتk2 12 و هر عدد فرد به صورت kاست  . 

 توان به صورت کسر هر عدد گويا را مي
n
mت که  نوشm و nدو عدد صحيح بوده و مخرج غير صفر است  . 

 :بعلاوه

  . هر عددي که نتوان آن را به صورت کسر گويا نوشت، گنگ است

   نمونه؛راي ب

 . همگي گنگ هستند5 و  ،2 ،3عددهاي 

 عددهاي طبيعي يا صحيح متوالي به صورت زير هستند : 

,,,,, 3211  kkkkk 

 عددهاي متوالي زوج به صورت: 

,,,, 4222222  kkkk  
  : زير هستندو عددهاي متوالي فرد به صورت

,,,, 52321212  kkkk  
  

  :هاي اثباتروش

 :  طبقه بندي کرد کلي را در دو نوع رياضي اثبات احکامهايتوان روشمي

  اثبات غيرمستقيم        و  اثبات مستقيم



  

  رياضيات گسسته
  

                                                                             ) ١(نظريه اعداد  :مبحث

 ٦  http://www.darsamoz.com 

  آموزوه  آموزشي درسگر 

 اثبات مستقيم  
 شود، حکم تاييد مي   کار رفته ه، فرض مسأله و حقايق قبلي به طور مناسب ب         گيرندهايي که در اين گروه جاي مي      در روش 

  . پذيردو اثبات صورت مي

 اثبات غير مستقيم  
حکـم را   بـودن    ا مورد استفاده قرار داده و درسـت       ، به نوعي حکم مسأله و حقايق قبلي ر        هاي اثبات از روش ين گروه    ا در

  .  گيريممينتيجه 
  

  : مستقيم ببينيد به روشاثبات نمونهچند  :مثال✨

 دليل.  استزوج همواره ،حاصل جمع يا تفريق دو عدد زوج يا دو عدد فرد: 

kkkkk
k




2222 )(   

kkkkk
k




2121212 )(   

  : دليل.اما اگر يكي زوج و ديگري فرد باشد، حاصل فرد است
1212122 



kkkkk
k

)(   

 ضرب زوج استصورت حاصل در غير اينبوده و عدد فرد، فرد دوضرب حاصل: 

1212212241212          .حاصل فرد است 


kkkkkkkkkkk
k
 )())((  

kkkkkkkkk      . استزوجحاصل 
k




22224212  )()(  

  باشدمخرج غيرصفربايد در تقسيم  (. تفريق، ضرب و تقسيم دو عدد گويا هميشه عددي گويا استجمع،حاصل .( 

np
mq

p
q

n
m

q
p

n
m        و       

nq
mp

q
p

n
m        و        

nq
npmq

q
p

n
m   

  

  . هم فرد استنشان دهيد مربع هر عدد زوج، زوج و مربع هر عدد فرد  :مثال✨

  
  : عددي زوج باشدnاگر 

      .زوج است knkkknkn
k




222242 2222   

  : فردnبه صورت مشابه، براي 
 

1212122214412   . فرد است 2222 


knkkkkknkn
k
 )(   

  

 ---✨---  

  . را تعيين کنيدي زير درستي يا نادرستي گزاره :مثال✨

  . مجموع هر دو عدد فرد، عددي زوج است

  
  . درست است؛ اثبات را در بالا آورديم

  خـپاس 

  خـپاس 
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 ---✨---  
   :بررسي تمام حالات

  :مورد نياز است احکام مستقيمِ اثباتدر ، تکنيک زيرگاهي استفاده از 
  

  . ستی حکم در هر حالتو بررسی درهای ممکن، تفکیک فرض به تمام حالت
  

  : ها توجه کنيدارزي زير بين گزارهبه هم

)()()(

)(~)(~)(~

)~~(~

)(~)(

qPqPqP

qPqPqP

qPPP

qPPPqPPP

k

k

k

kk















21

21

21

2121

 

  : يعني

 در qدرستي ،  را نشان دهند  qها درستي   هر کدام از آن   ده و    تفکيک ش  kPو  . . .  ،    1P  ،2Pهاي  اگر فرض در کل به حالت     
  . گرددميکل اثبات 

 

  . ضرب هر دو عدد صحيح متوالي، زوج استنشان دهيد حاصل :مثال✨

  
  :شودتفكيك ميدو حالت به  nوضعيت .  در نظر بگيريد1n و nدو عدد را به صورت 

 nدر اين صورت.  زوج باشد:  
 

knnkkkkknnkn. درستي حکم تاييد شد
k




21212212212 )()()()(:    

 nدر اين صورت.  فرد باشد:  
 

knnkkkkknnkn
k




21221122212112 )())(())(()(:    

  . در اين حالت هم درستي حكم تاييد شد

  . ل درست استپس حكم در ك
  

 ---✨---  

752، عدد nنشان دهيد براي هر عدد طبيعي  :مثال✨  nnفرد است  .  

  
  :وجود داردي قبل، دو حالت مشابه نمونه

 nدر اين صورت.  زوج باشد:  
 

 121352271047254752 2

16

222 


kkkkkkknnkn
k
   )()(:   

 nدر اين صورت.  فرد باشد:  
 

 1211322364

75101447125127512
2

12

2

222







kkkkk

kkkkknnkn

k
 )(

)()(:
   

  خـپاس 

  خـپاس 
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  . دوشميدرستي حكم تاييد هر دو حالت، عدد مورد نظر فرد شد، پس در 
  

 ---✨---  

  : نشان دهيد نتيجه گيري زير براي اعداد درست است :مثال✨

000  baab  

  
  :كنيمطبق روش بالا عمل مي

  0اگرaگيري برقرار شده است باشد، نتيجه . 

  0اگرa باشد، در اين صورت 
a
  : وجود دارد و طبق فرض1

0010110  bb
a

ab
a

ab   
  . گيري همواره درست استپس نتيجه

 ---✨---  
   :ببينيدهايي از هر کدام و نمونهاثبات غير مستقيم و روش در در ادامه، د

  
  
  
  
  
  
  
  

  .  هم فرد استn فرد باشد، آنگاه 2nنشان دهيد اگر  :مثال✨

   :برهان خلف
  .  فرد نباشدnفرض كنيد 

 . كه با فرض تناقض دارد هم زوج باشد 2n  زوج است و چنان كه قبلاً ديديم، بايد nپس
  

  .تواند نادرست باشد و لذا صحيح خواهد بودپس حكم نمي
  

 ---✨---  
  : توجه کنيد

  . شودنيز به روش مشابه اثبات مي» . زوج استn زوج باشد، آنگاه 2nاگر  «:حکم
  

22:  فرد باشد، به روش برهان خلف نشان دهيدab دو عدد صحيح بوده و b و aاگر  :مثال✨ ba عددي زوج است  .  

   :برهان خلف
  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

  : برهان خُلف
  :کنيمهاي زير عمل ميبراي استفاده از اين روش، طبق گام

 کنيم حکم نادرست باشدگيريم؛ يعني فرض ميحكم مورد نظر را نادرست در نظر مي.  

 ِآن قضيه يا مسأله را »فرض« يا »حقايق شناخته شده«، بيان استدلالي مناسبي قبل و  مرحلهبا توجه به فرض 
  .كنيمنقض مي

 تواند نادرست باشد و از ابتدا صحيح بوده استگيريم حكم آن مسأله نمينتيجه مي.  
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22فرض كنيد  ba  عددي فرد باشد.  

 ab زوج بوده و ضربشان bو فرد  aبنابراين ).  زوج2b فرد و 2a: ًمثلا( فرد و ديگري زوج باشد 2b و 2aدر اين صورت بايد يكي از 

  . زوج خواهد شد كه با فرض تناقض دارد
  

 ---✨---  

  . نشان دهيد حاصل جمع يک عدد گويا و يک عدد گنگ، همواره گنگ است :مثال✨

   :برهان خلف
ba ولي ، گنگ بودهbگويا و  aفرض كنيد  اشد گويا ب.  

  : بينيددر اين صورت مي
baba  )( 

  . فريق دو عدد گويا شده و در نتيجه بايد گويا شود كه غيرممكن است برابر تbيعني 
  

 ---✨---  

 دو عدد گنگ و  و  اگر :مثال✨  گويا باشد، نشان دهيد عدد  2گنگ است  .  

   :برهان خلف 
گر ا 2گويا باشد، چون تفريق دو عدد گويا، گويا است :  

  

     گويا  )(2  
  . با فرض تناقض داردگويا بودن 

  

 ---✨---  

توان گفت؟ ادعاي خود را ثابت چه مي» ضرب يک عدد گويا در يک عدد گنگحاصل «در مورد گويا يا گنگ بودنِ :مثال✨

  . کنيد

   
  : تواند رخ دهد زيرا دو حالت گوناگون ميحكم كلي وجود ندارد؛

  . ضرب آن در هر عدد گنگ، برابر صفر و در نتيجه گويا خواهد شدگر عدد گويا را صفر بگيريم، حاصلا )١

  .  گنگ استها كنيم كه ضرب آن گنگ باشد، ادعا مي عدد گوياي غير صفر و  اگر )٢
  

   :)برهان خلف(اثبات 
  : در اين صورت.  گويا باشدفرض كنيد 


   

  . فرض تناقض دارديد گويا باشد كه باباحاصل تقسيم دو عدد گويا بوده و  يعني، 
  

 ---✨---  

- هم همان اعداد ولي با ترتيب ديگري قرار گرفته  3b و   1b  ،2b.  عددهايي صحيح هستند   3a و   1a  ،2a ) کتـاباز مـتن( :مثال✨

))()((ثابت کنيد . اند 332211 bababa  زوج است عددي .  

  :برهان خلف

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 



  

  رياضيات گسسته
  

                                                                             ) ١(نظريه اعداد  :مبحث

 ١٠  http://www.darsamoz.com 

  آموزوه  آموزشي درسگر 

))()((فرض كنيد    332211 bababa   به اجبار بايد هر سـه عـدد   .  فرد باشد)( 11 ba  و )( 22 ba  و )( 33 ba   فـرد باشـند  .

  :فرد هم بايد به اجبار فرد شود پس جمع اين سه عدد
  

0321321332211      )قضتنا(  )()()()()( bbbaaabababa  

  . بنابراين حكم صحيح بوده است
  

 ---✨---  
  : روش دوم در اثبات غير مستقيم

  
  
  
  
  
  
  
  

  : توجه کنيد

  : ، يعنيqpپذيري استنتاج برگشت) الف
  .  نيز درست باشدpq استنتاج

  . qp: نويسيمو مي حتماً ارزش يکسان دارند؛ q و pصورت؛ در اين
  : بويژه

  ».ارز هستند؛ به بيان ديگر همدهددرستي هر کدام، درستي ديگري را نتيجه مي«
  

  : هايي ببينيد؛ نمونهباشد يا نباشدپذير برگشت ممکن است ، درستستنتاجِيک ا) ب

 42« ستنتاجا 2  xx «242 «گيرينتيجهپذير نيست؛ زيرا برگشت  xx «باشدنادرست مي . 

  : در واقع

42درستي  x 2، درستيx2تواند مي. (دهد را نتيجه نميxباشد (. 

  422«استنتاج  xx «242«؛ زيرا  استپذيربرگشت  xx «باشدنيز درست مي . 

  : توانيم بنويسيمپس مي
422  xx 

  22«استنتاج  yxyx « 22«زيرا : باشدپذير ميبرگشتنيز  yxyx «درست است.  
  

  . هاي زير را بررسي کنيدارزيدرستي يا نادرستي هم :مثال✨

  .فرد است  2n.  فرد استn) الف
  . است زوج mn.  زوج هستندn و m) ب

003) پ  xx 

  : اثبات بازگشتي
  : کنيممل ميطريق بازگشتي به ترتيب زير عدر اثبات به

  پذيريمميموقتاً حكم را درستي . 

  رسيمي بديهي يا فرض داده شده ميدر چند مرحله به يك رابطهشروع از حکم، با . 

               پـذير باشـند    انجام شـده برگـشت     هايستنتاجااکنون اگر تمام مراحل را بتوان از آخر به اول نتيجه گرفت، يعني ،
 .شوددرستي حكم تأييد مي
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   درست است؛ )الف

  . دهندهاي دو طرف يكديگر را نتيجه ميجا داريم، گزارهچون طبق اطلاعاتي كه تا اين

   نادرست است؛ )ب

  .) نادرست است: یعنی استنتاج چپ به راست(.  زوج بوده باشدn و m زوج باشد، ممكن است فقط يكي از mnاگر 

   درست است؛ )پ

  . دهد، منفي بودن ديگري را نتيجه مي3x و xچون منفي بودن هر كدام از 
  

 ---✨---  
  : تذکر مجدد

  . پذير باشندها برگشتگيريبايد مانند برخي مواردي که آورده شد، تمام نتيجه در کاربرد روش بازگشتي، 
  

21نامساوي  :مثال✨ 
a

a  0براي راaنشان دهيد  .  

  
21كافي است دو طرف حكم   

a
a 0 را درaضرب كنيم   :  

010212121 22 


)(aaaaa
a

a
a

  

01عبارت   )(aپذير هستند همواره درست است و بعلاوه تمام مراحل بالا برگشت .  
  

 ---✨---  
  : توجه

  . بريمکار مي را به، نماد پذيري هر استنتاج، به جاي از اين پس، با اطمينان از بازگشت
  

  ٤٠٠١ خرداد؛ نهايي

  .ها استتر يا مساوي نصف مجموع مربعات آنضرب هر دو عدد حقيقي، کوچک حاصل:به روش بازگشتي ثابت کنيد

 

2: بايد ثابت كنيم
22 yx

xy
 .  

22222
222

02022 )( yxxyyxyxxy
yx

xy 


   

  . ه صحيح استچون نامساوي آخر هميش
  

 ---✨---  

  . ها کمتر نيست ميانگين حسابي دو عدد نامنفي از ميانگين هندسي آن:ثابت کنيد :مثال✨

  
xy:  گرفته و بايد نشان دهيمy و xدو عدد مثبت را 

yx 
  :زگشتيطبق روش با. 2

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 
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0

0242

222

2

2222

22
2





 

)(

)()(

yx

yxyxxyyxyx

xyyxxyyxxy
yx

  

  

 ---✨---  
  ٤٠٤١ خرداد نهايي؛

  : نشان دهيدb و a حقيقي هر دو عددبراي ، )ارزهاي همگزاره( بازگشتي به روش زير را نامساوي

abba 45 22  

  
  :قبلمشابه موارد 

 

 
02

044

45

22

222

22







)( baa

abbaa

abba

  

  

 ---✨---  
  ٤٠٣١ خرداد نهايي؛

  : نشان دهيدy و xاعداد حقيقي  زير را توسط اثبات بازگشتي براي نامساوي

))(( 1122  yxyx 

  
  :كنيم ضرب مي2 را در نامساويرف دو طضرب سمت راست را انجام داده و 

 

 

011

012122

222222

1

11

222

2222

22

22

22











)()()(

))((

yxyx

yyxxyxyx

yxxyyx

yxxyyx

yxyx

  

  

 ---✨---  

yzxzxyzyxنامساوي  :مثال✨     . نشان دهيدz و x ،y را براي اعداد حقيقي 222

 
  :طبق روش بازگشتي؛ مشابه مثال قبل

 

 
00222

222222
222222222

222222





)()()( zyzxyxzyzyzxzxyxyx

yzxyxyzyxyzxyxyzyx
 

  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 
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  . تساوي يا ادعاهاي زير را با استفاده از مثال نقض رد کنيد - ١
  

yxyx)  الف   

yxxy) ب  )تساوی تحت چه شرایطی همواره صحیح است؟(  
][][][) پ yxyx  .)][ ی جزء صحیح استبه معنا(.  
CABAاز تساوي ) ت  شود که ها نتيجه مي بين مجموعهCB است  .  

  

},,,{ي   مجموعه -٢ 621 S  ي   و زيرمجموعه},{ 43A      گر براي   ا.  از آن را در نظر بگيريدSn   4، حاصل
122 )( nn 

   . استAnعددي زوج باشد، ثابت کنيد 
  

  :  با روش برهان خلف و استفاده از تکنيک بررسي تمام حالات، حکم زير را ثابت کنيد- ۳

  .  است5 نيز مضرب nاشد، آنگاه  ب5 مضرب 2nاگر 
  آيا ادعاي زير نيز صحيح است؟

  .  است4 نيز مضرب n باشد، آنگاه 4 مضرب 2nاگر 
  

22:  فرد باشد، نشان دهيدab دو عدد صحيح بوده و b و aاگر  - ٤ ba عددي زوج است .  
  

  :  نشان دهيد حکم زير نادرست است- ۵
  .ضرب يک عدد گويا در يک عدد گنگ، همواره گنگ استحاصل

  

  :  ادعاي زير را ثابت کنيد- ۶
  .ضرب يک عدد گوياي غير صفر در يک عدد گنگ، همواره گنگ استصلحا

  

  . درستي ادعاهاي زير را با استفاده از برهان خلف ثابت کنيد - ٧

 يک عدد گنگ باشد، آنگاه x اگر )الف
x
  .  نيز گنگ است1

ax در fاگر تابع ) ب  پيوسته و تابع g در ax  ناپيوسته باشد، آنگاه تابع gf  در ax ناپيوسته است  .  
  

  : نشان دهيد.  عددي گنگ است2دانيم  مي- ۸

12عددهاي   32 و گنگ هستند .  
  

 دو عدد گنگ و  و  اگر - ۹  گويا باشد، نشان دهيد  گنگ است  .  
  

  . به روش بازگشتي ثابت کنيد - ١٠

)a و b2222                        ) دو عدد حقیقی )()( baba ) الف  

 )۱ (پاسخ دهيد
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)x و y 411                        )مثبت دو عدد  ))(( yx
yx

  ب (
  

  هاي دو شرطي زير درست است؟ يک از ترکيب باشند، کدام,baاگر  - ١١
  

22)  الف baba 33)                               ب baba   
  

  :منتخب کتاب

222                                          : وجود دارند کهb و aاعدادي صحيح مانند  آيا -١ )( baba  
  

   : چنان وجود دارند کهb و a آيا مقادير حقيقي و ناصفر -٢

)( 0111 


ba
baba

 
  

  . کنيداثبات يا با ارائه مثال نقض رد  زير را هايگزاره - ٣
  . و مکعب هر عدد فرد، عددي فرد استمربع  )الف
  . ها استميانگين پنج عدد طبيعي متوالي، عدد وسطي آن) ب
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   .توجه کنيدصحيح اعداد در  »پذيريبخش«مفهوم بيان دقيق به 
  
  
  
  
  
  
  

  براي نمونه؛
124: داريم | 12، زيرا عددتوان به صورت  را مي

k

)( 34 نوشت  .  

ab :نويسيم وجود نداشته باشد، ميkاگر چنين عدد  | .نمونه؛راي ب   
104 | نخواهد شد10 در هيچ عدد صحيحي برابر 4، زيرا ضرب عدد  :k401  .  

   :بعلاوه

abعبارت     :شودخوانده مي  زير به صورت|
  

»b کند عاد ميaيا » را »b  عددaشمارد را مي.«  
  

  .) استa  صحيحعليهِ يا مقسوم يک شمارندهb :توجه کنيد(
  

   :بديهيخواص 
  1 و 1بر تمام اعداديعني هموارههستند؛پذير  بخش  :a|1.   

 :دليل

aaa |)( 11      و      aaa |11  

  ،00: ، زيراکنندرا عاد ميعدد صفر تمام اعداد صحيح  a .به عبارت ديگر : 

  .a|0: پذير است، يعني همواره تمام اعداد بخشصفر تنها عددي است که بر
 ولي چون تساوي. پذير نيستهيچ عددي بر صفر بخش k00راي هر عدد صحيح ب kبرقرار است، خواهيم داشت : 

 : بنابراين. |00

00  aa| 

  :يعني

  .کندعدد صفر فقط خودش را عاد مي
 زيراپذير است؛هر عددي بر خودش بخش : 

aaaa | 1  

  : پذيريبخش
  .  عددهايي صحيح باشند0b و aفرض کنيد 

bka يافت شود كه k گوييم، هرگاه عدد صحيح »پذيربخش« b را بر aعدد   .نويسيمصورت ميدر اين: ab |. 
  : بنابراين

 kbkaab ,|  

۲ 
 

  Zپذيري در بخش



  

  رياضيات گسسته
  

                                                                             ) ١(نظريه اعداد  :مبحث

 ١٦  http://www.darsamoz.com 

  آموزوه  آموزشي درسگر 

aa: به صورت مشابه، موارد | و aa |يعني.  نيز درست هستند :aa  | 
  

  )خواص ساده( :مثال✨

  :  داريمnدهيم براي هر عدد طبيعي نشان مي) الف
naa | 

aaي بديهي ، رابطه1n در حالت   : باشد، در اين صورت1nاگر .  را داريم که درست است|


nn

k

nn aaakaaaa |


1  

nmتر از قسمت قبل، اگر کلي) ب 0باشد، داريم  :nm aa   : زيرا. |


nmmn

k

mnmn aakaaaaa |


 

baدهيم اگر نشان مي) پ   :  داريمn، آنگاه براي هر عدد طبيعي |
nn ba | 

akb باشد، چون 1nاگر .  بديهي است1nحالت  است، در اين صورت :  


nnnn

k

nnnn bakabkaakb |)( 


  
  

 ---✨---  
  :مبحث نظريه اعداديک مفهوم بسيار پرکاربرد در يادآوري 

  

   :عدد اول

  . عليه مثبتي نداشته باشد و خودش هيچ مقسوم1گوييم، هرگاه غير از  »اول«   را1pعدد طبيعي 
  :  عددي اول باشدpبنابراين، اگر 

paapa  ,| 1 
  

  : بنابراين. گوييم »مركب« تر از يك راساير اعداد طبيعي بزرگ
  . نه اول است و نه مركب١عدد 

  

  . را ببينيدهاآن و برخي کاربردهاي ، دليل هر کدامشمارشاصلي هاي ادامه ويژگيدر 
  

  
  
  
  
  

  براي نمونه؛

,|,|,|| 505105205105   
  :دليل

   : ١ويژگي 
  : mکند؛ يعني براي هر عدد صحيح  را نيز عاد ميb هر مضربي از a  را عاد کند،b عدد aاگر 

  

bmaba ||  
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akb: داريم kطبق فرض، براي يک  و در نتيجه  :  

 bmakabmkmabm
k

|


  

  : بررسي حالاتي مشابه ويژگي قبل
 

  : گيري زير دليل بياوريد براي نتيجه:مثال✨

bkak |   kba ,| 

  آيا عکس آن هم صحيح است؟ 

ba |
?
   kbkak ,| 

  
aqb : داريمq براي چون بنابراين ، :  

bkakakqbkaqb k |    
0205: عكس اين مطلب صحيح نيست، چون  25 ولي | |) . 0با فرضkصحيح خواهد شد (.  

  

 ---✨---  
  
  
  
  
  
  
  
  

  براي نمونه؛
4812 و |126که از اين   . |486: توان نتيجه گرفت مي|
  :دليل

21طبق فرض، براي عددهاي  kk 1ckb: داريم ,  2 وbka  .در نتيجه :  
  

 acckakkcbka
k

|


212  

  

baدهيم از نشان مي :مثال✨   :  داريمnدد طبيعي شود براي هر ع نتيجه مي،|
nba | 

  :  زيرا

nbbقبلاً ديديم که همواره    :  است و در نتيجه طبق ويژگي قبل|
nn babbba |||   

  

  خـپاس 

   : ٢ويژگي 
  :  يعني. خاصيت تعدي دارد،شمارش

  .پذير استبخش c بر a: پذير باشد، آنگاه بخشc بر b و b بر aاگر 
  : صورت نمادينبا 

  

acabbc |||  
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 ---✨---  
   :توجه کنيد

nnهاي ي عبارت، با توجه به تجزيهb و aبراي عددهاي صحيح  ba :  

))(( 1221   nnnnnn babbaababa   
)n فرد(              ))(( 1221   nnnnnn babbaababa  

 ي همواره رابطهnn baba   .  برقرار است|

  : نتيجه

nn:  باشد، آنگاهزوج nاگر  baba   )چرا؟( .|

  اگرnفرد باشد، آنگاه  :nn baba  | . 
  

cbaاگر داشته باشيم :مثال✨ |2نشان دهيد ، :nn cba |2.   
  

  
nnچون همواره داريم  cbcb  cbaجه به فرض ، با تو| |2 ، خواهيم داشت )٢(ويژگي طبق :nn cba |2.  

  

 ---✨---  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :دليل

21طبق فرض، براي عددهاي  kk 1akb: داريم ,  2 وakc  .در نتيجه :  
  

cbaakcbkkaakakcb

k




|)(  2121  

   :نتيجه گيري
  : داريمهمواره  n و mبراي عددهاي صحيح 

cnbmacaba  |||  
  . هاي اول و سوم بديهي استدليل اين مطلب، با توجه به ويژگي

  

  ١٤٠٣ خرداد؛ نهايي

a ،17فرض کنيد  ka 34 و | ka   . 17a يا 1a: ثابت کنيد. |

  خـپاس 

   : ٣ويژگي 
  : شوداين ويژگي به صورت زير بيان مي

  .پذير استهم بر آن عدد بخشها  آن و تفريقپذير باشند، آنگاه جمعاگر دو عدد بر عددي بخش
  :  نماد رياضياب

  

cbacaba  ||| 
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  :طبق خاصيت بالا بايد

17734417
2128428

|))(())((| akka
kk




    

  .  را عاد كنند17توانند  مي17 يا 1فقط عددهاي طبيعي 
  

 ---✨---  

1212 اگر :مثال✨ 2  nn   .  را مشخص کنيدnهاي طبيعي  جواب،|

  
  :كندچون هر عددي خودش را عاد مي

 

nnnnnnnn  221212121212 |)(||  
  : اين رابطه و فرض داريماز

11221212 22  nnnnnn |)()(|  
1212ي بديهي رابطهدوباره اين رابطه و   nn   : كنيم را با هم تركيب مي|

3112312121212  ,|)()(| nnnnn  
 

















1312
2312
0112

1112

nn

nn

nn

nn

  

 .ددست آمه ب2n و 1nفقط دو جواب طبيعي 
  

 ---✨---  
  ٤٠١١ خرداد؛ نهايي

145 باشد به طوري که  در kاگر عددي مانند  k|6281625: ، ثابت کنيد 2  kk| .  

 
  :ايمجا ديدهطبق خواصي كه تا اين

181625145145 222  kkkk |)(||  
5202514525145 5   kkk |)(||  

  :كار ببريماكنون كافي است ويژگي اخير را به
 

6281625520181625 22  kkkkk |)()(|  
  

 ---✨--- 

3 را چنان مشخص کنيد که nعددهاي طبيعي  :مثال✨
623 2




n
nnعددي صحيح باشد  .  

 
6233: ورت را عاد كندبايد مخرج، ص 2  nnn   : قبلهايمشابه نمونه. |

 

nnnnnnnn 93333333 2  |)(||  

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 
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6233: با استفاده از 2  nnn   :نويسيم مي،|

6113936233 22  nnnnnnn |)()(|  
  : را حذف كنيمn11اكنون بايد عبارت 

279313273
6113
3311333 11









 


,,,|

|

|| )( nn
nn

nnnn
  

 






























24273
30273

273
693

1293
93

033
633

33
213
413

13

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

,

,

 

 . قابل قبول هستند 30و  12، 6، 4، 2 طبيعي هايفقط جواب
  

 ---✨---  
  

  
  
  
  
  
  
  

  

  :دليل

akb:  هست که0k}{طبق فرض، عدد   .در نتيجه :  

|||||||||| || abkab k   1  
  

  :   عددهايي صحيح و غير صفر باشند، نشان دهيدb و a اگر :مثال✨
  

baabba  || 

  
  : ق ويژگي قبل بايد داشته باشيمطب

|||| ab            و    |||| ba  

  :بنابراين
 

baba  ||||   
  

 ---✨---  

  . براي موارد زير دليل بياوريد :مثال✨

baاگر ) الف dc و | bdac، آنگاه | |.   
bcacاگر ) ب ba: ، آنگاه داريم باشدc و | |.  

  خـپاس 

   : ٤ويژگي 
ba: اگر داشته باشيم |||| باشد، آنگاه 0b و | ba  .به صورت نمادين :  

||||| babba  0  
  :  سادهبيانبه 

 . پذير باشدتر از خود بخش بزرگتواند بر عددهاييک عدد مثبت نمي
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1akb:  بايد داشته باشيم)الف  2 وckd  .كنيمها را در هم ضرب ميطرفين تساوي:  

 

 bdackacbdkkacbd
k

|


21   

1ackbc:  بايد داشته باشيم)ب  . چونcتوان بر  است، طرفين تساوي را ميcتقسيم كرد :  
 

baakb
c

ack
c
bc

ackbc c | 
1

1
1   

  

 ---✨---  

bca با شرايط c  وa، bبراي عددهاي طبيعي  :مثال✨ ac و 2| ba: نشان دهيد، | | .  
  

  
  :كنيماز دو خاصيت گفته شده در مثال قبل استفاده مي

baabcca
ac

bca
||

|

|






  2

2
  

  

 ---✨---  
   .ها و کاربردهايي از آن را ببينيد، خاصيت مهمي از ضرب عددمهدر ادا

  

  : نشان دهيد :مثال✨

 :  همواره زوج است،دو عدد صحيح متواليهر ضرب حاصل) الف
 

knn 21  )( 

  .پذير است بخشn! يعني بر ؛ست اn! عدد صحيحِ متوالي، همواره مضرب nضرب حاصل: در کل) ب
  : بويژه

  ». است6 مضرب ،سه عدد صحيح متواليهر ضرب حاصل «:نتيجه بگيريد

  
  . ها الزاماً زوج استوج و ديگري فرد بوده و در نتيجه ضرب آنها ز متوالي هستند، يكي از آن1n و n چون )الف

nkkkk عددها را به صورت )ب  ,,,, 321توان نوشتمي.  در نظر بگيريد:  
 

!
!)(

))((
))((

)())()(()())()((

k
nk

kkk
kkk

nkkkknkkkk




 12321
12321321321 


   

 

  :توان به صورت مناسبِ زير نوشتعبارت آخر را مي
 

!!
!!
!)(

!
!)(

n
k

nk
n

nk
nk

k
nk

k








 








 

  :در يك حالت خاص.  شدn!ضرب عددها مضرب پس حاصل

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 
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63ضرب هر سه عدد صحيح متوالي، مضرب حاصل !است .  
  

 ---✨---  

18نشان دهيد مربع هر عدد فرد به صورت  )مهم( :مثال✨ k است.   

  
12: پس. ددي فرد باشد عnفرض كنيد   qn خواهيم داشت و:  

 

1811414412
2

222 


kqqqqqn
k
 )()(   

 ---✨---  
  : توجه کنيد

 ». است1 برابر 8ی تقسیم مربع هر عدد فرد بر ماندهباقی«: بیان مهم دیگری از حکم مثال قبل چنین است
  

kk عددي زوج باشد، kاگر دهيد نشان  :مثال✨ 43   است48مضرب همواره  .  
  

 
nk: نويسيممي 2 طبق خاصيت گفته شده براي ضرب سه عدد متوالي و:  

 

qnnnnnnnnnkk
q

4811818882424
6

2333 


 ))(()()()(   

 ---✨---  
  .پذير نيستند که عددها بر هم بخشکنيمدر پايان، حالتي را بررسي مي

  
  
  
  
  
  

  

  :توجه کنيد
  : توانهمواره مي b  برa قسيمتدر 

  را توسط جزء صحيح خارج قسمت




b

a
q سپس و: 

 ي از رابطه راماندهباقي bqar دورآدست ه ب .  
  

  .تعيين کنيدرا  7بر  31 و 31ي تقسيم عددهاي ماندهخارج قسمت و باقي :مثال✨

  
 :مانده منفي نشودي انتخاب كنيد كه باقي خارج قسمت را بايد عدد:توجهدهيم؛ تقسيم را به صورت عادي انجام مي

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

  : قضيه تقسيم
  : وجود دارند کهr و q، اعداد صحيح و يكتاي bبر عدد طبيعي  aدر تقسيم عدد صحيح 

 

brrbqa  ,  
 

  . نام دارندb بر a تقسيم »ماندهباقي« و »خارج قسمت«ترتيب  بهr و qعددهاي 
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   :روش دوم

  : كنيممشخص ميمطلب قبل از مثال  را با استفاده از 7 بر 31 تقسيم مقادير مربوط به

457315447
31  



   rrq bqar )(]/[  

  

 ---✨---  

nmي تقسيم عـدد  مانده باشند، باقي3 و 5 به ترتيب 17 بر n و   mي تقسيم اعداد    ماندهاگر باقي  )کتـاباز ( :مثال✨ 52  

   .تعيين کنيد را 17بر 

  
  : نويسيمي تقسيم ميطبق قضيه

5521752
155175317
102172517

21
2

5
2

1
2

1 







 





)(
)(

)( )( qqnm
qnqn

qmqm
  

  : توجه کنيد
 :پذيرفته شودمانده باقي باشد تا به عنوان 16 تا 0بايد عدد سمت راست عددي از 

121752121521751717521752 32121

3

 qnmqqqqnm

q
   )()(  

  .  است12برابر ي تقسيم مانده باقيپس
  

 ---✨---  

32ي تقسيم عدد مانده باشد، باقي3 برابر 4 بر aي تقسيم عدد ماندهاگر باقي :مثال✨ a تعيين کنيد را 8 بر .  

 
34: ي تقسيم داريمطبق قضيه  qa .پس :  

9832683422 3   qaqqa )( 

  : نويسيممانده باشد، مانند قبل ميتواند باقي نمي9چون عدد 
 

1811818832           .) است۱مانده عدد باقي( 


qqqa
q
 )(   

  

 ---✨---  
  ١٤٠٣ خرداد؛ نهايي

  . يابيد را ب20 بر aي تقسيم عدد مانده باشد، باقي3 و 2 به ترتيب برابر 5 و 4 بر دو عدد aي تقسيم عدد ماندهباقياگر 

 
24 : بايد داشته باشيم 1 qa 35 و 2  qa .كنيمها را از هم كم مي آن4 و 5ها را به ترتيب در تساوي:   

2202045
12203544
10202455

21
22

11 





  qqaa

qqa

qqa

a
)(

)(
 

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

٧ ٣١ 

٢٨ ٤  - 

٣ 

٧ -٣١ 

٣٥ -٥-  - 

٤ 4q 3 و r 5q 4 و r 
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  : كنيم را جايگزين كرده و فاكتورگيري مي1820 مقدار 2جاي باشد، نفي ناممانده باقيبايد چون 
 

18201812018202020           .) است۱۸مانده عدد باقي( 2121 


qqqqqa

q

)(    

  

 ---✨---  
  .ي تقسيم توجه کنيد قضيه ازبه يک کاربرد مهم

  

   : اعداد صحيحفرازاِ
  : کنيم تقسيم ميm را در نظر گرفته و آن را بر aعدد صحيح دلخواه .  عدد طبيعي ثابتي باشد1mفرض کنيد 

  

1210  mrrmka ,,,,;  

  .  در يک مجموعه قرار دادmمانده تقسيم بر توان عددهاي صحيح را بر حسب باقيبينيد که ميمي
 هستندزيرمانده صفر باشد، عددها به صورت اگر باقي  :  

 kmka , 

  : دهيم نشان ميm][0ي تمام اين نوع اعداد را با مجموعه
} kmkm |{][0 

 شود، عددها به اين صورت هستند1ي تقسيم برابر ماندهاگر باقي  :  
} kmkm |{][ 11 

 هاي زير خواهند بودساير عددهاي صحيح نيز به يکي از صورت :  

} kmkm |{][ 22  
} kmkm |{][ 33 

    
} kmmkm m |{][ 11 

  :بنابراين
  : دوشمي زير مجموعه افراز m دقيقاً به تعداد ي ، مجموعهmي با انتخاب عدد طبيع

mmmm m ][,,][,][,][ 1210  

  : يعني
 تهي نيستندکدامها هيچاين مجموعه  . 

 دو به دو اشتراک ندارند . 

 ردها جاي داهر عدد صحيح در يکي از آن. 
  

   نمونه؛راي ب
  : دقيقاً چهار قسمت افراز چنين هستند4mبراي 

},,,,,,,{}  1284048  kk |{][ 40 4 
  

},,,,,,,{}  1395137  kk |{][ 141 4  
  

},,,,,,,{}  14106226  kk |{][ 242 4 
  

},,,,,,,{}  15117315  kk |{][ 343 4 



  

  رياضيات گسسته
  

                                                                             ) ١(نظريه اعداد  :مبحث

 ٢٥  http://www.darsamoz.com 

  آموزوه  آموزشي درسگر 

   :به ياد داشته باشيد
  :است قابل نوشتنهاي زير به يكي از صورت mبر حسب عدد طبيعي  a هر عدد صحيح

 

121  mmkmkmkmk ,,,,  
  

   براي نمونه؛
  :هاي زير قابل نوشتن استبه يکي از حالتدقيقاً ، هر عدد صحيح 5mبر حسب 

 

453525155  kkkkk ,,,,  
  

  .  است3 هم مضرب n باشد، آنگاه 3 مضرب 2nنشان دهيد اگر  :مثال✨

   :برهان خلف
  )فرض خلف(.  نباشد3 مضرب nفرض كنيد 

13يكي از دو صورت  باشد، بايد به k3تواند به صورت  نميnچون  k 23 يا kباشد  .  

  13اگر  knباشد، آنگاه : 

13123316913 2222 


kkkkkkn
k
 )()(  

  .  نيست كه با فرض تناقض دارد3 مضرب 2nيعني 

  23حالت ديگر اين است كه  knباشد كه باز هم به تناقض خواهد رسيد : 

131143313129412923 22222 


kkkkkkkkn
k
 )()(  

  . بنابراين فرض خلف باطل شده و حكم صحيح خواهد بود
  

 ---✨---  
  ٤٠٠١ خرداد؛ نهايي

14 عددي اول باشد، آنگاه به يکي از دو صورت 5pثابت کنيد اگر   kp 34 يا  kpشود نوشته مي .  

 
  :ست به يكي از چهار حالت زير ا4 در تقسيم بر pعدد 

3424144  kkkk ,,,  
  :  اول نيستpدر دو حالت زير، 

 kp 4: 

  . پذير است بخش2 بر pچون 
 24  kp: 

)(در اين صورت  122  kp پذير است بخش2 بوده و باز هم بر .  
  : در نتيجه

p14تواند به صورت  فقط مي k 34 يا kباشد  . 
  

 ---✨---  

116صورت  به 4a، عدد a دد صحيح فردنشان دهيد براي ع :مثال✨ kاست  .  

  خـپاس 

  خـپاس 
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18 مربع هر عدد فرد به صورت  كهديديمقبلاً  k ،توان نوشتميپس  است:  

 

14161166418 222224 



k

kkkkkaa )()()(  

 ---✨---  
 

  
  

  

|{ي  تفاضل هر دو عدد دلخواه از مجموعه- ۱ 34  kx xA     ) نادرست -  درست(.  است4 مضرب }

  )۴۰۳  خرداد- نهايي(
  

ba اگر - ۲ nm باشند که يعي دو عدد طبn و m  و|  ،آنگاه :nm aa | .  
  

153  کهي باشد به طور  دريعدد kاگر  - ۳ k|،1325259: دي ثابت کن 2  kk|.  
  

52 مي تقسيماندهيباق صورت ني در ا، باشد6 برابر 7 بر a  عددمي تقسماندهياگر باق - ۴ aديابيرا ب 14  بر.  
  

ba  عددمي تقسيماندهي باق، باشد7  و21  برابربي به ترت27بر  bو  a داعدا مي تقسيماندهياگر باق - ۵ 32 را  27  بر
  .ديابيب

  

  .  را بيابيدb باشند، مقدار 13 و 10ها به ترتيب  مانده باقي،b بر عدد 368 و 507 هايعدددر تقسيم اگر  - ۶
  

kn در نظر گرفتن سه حالت با - ۷ 3 ،13  kn 23 و  knحکم زير را ثابت کنيد ، :  

nn:  عددي صحيح باشد، آنگاهnاگر  33 | .  
  

  :منتخب کتاب

cdabاز تساوي  - ۱ هر چهار عدد . (ي عاد کردن نتيجه بگيريده، پنج رابطa ،b ،cو dصحيح و غير صفر هستند  (. 
  

49، اگر 1a براي - ۲ ka 35 و | ka    . عددي اول استa کنيد ، ثابت|
  

  .  را بيابيد56 بر aي تقسيم مانده باشد، باقي7 و 5 به ترتيب 8 و 7 بر aي تقسيم عدد ماندهاگر باقي - ٣
  

   .پذير است بخش3 بر 4a يا 2a يا a عدد دلخواه صحيحي باشد، ثابت کنيد همواره يکي از عددهاي a اگر - ٤

  

  . هاي دو عدد صحيح متوالي عددي فرد است مکعببت کنيد تفاضلثا - ٥
  

  خـپاس 

 )۲ (پاسخ دهيد
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  .  اعداد دارندکاربردهاي زيادي در نظريهم .م.م  و ک.م. بدو مفهوم
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

   :در حالت خاص
baاگر  ),(||، آنگاه | aba ويژهب.  است : 

 

||),( aa 0     و    ||),( aaa  

),(عبارت البته    .معني است بي00
  

  : دهيدنشان. عددي صحيح باشد a عددي اول و pفرض کنيد  :مثال✨

apاگر  ppa :، آنگاه| ),(1 :صورت و در غير اين),( pa.  

  
apاگر بدانيم    pp، چون | ppa، پس بديهي است كه  | ),(اما اگر .  استap |  با توجه به اول بـودن ،p   توانـد   مـي 1، فقـط عـدد

  :  باشد و در نتيجهa و pمقسوم عليه مثبت و مشترك بين 

1),( pa  
  

 ---✨---  
  ٤٠٠١ خرداد؛ نهايي

  . کنيدجاهاي خالي را با عدد يا کلمه مناسب پر 
baاگر .  مخالف صفر استa اعدادي صحيح و b و a) الف   . است. . . . . ي عدد شمارنده. . . . . . . ، آنگاه عدد |

),(حاصل .  عددي صحيح استm) ب 362 mm است. . . . . . .  برابر .  

 
  :  طبق تعريف بالا)الف

  .  استbي عدد  شمارندهaعدد 

23 چون )ب 326 mmm  362، بنابراين mm   : ي بالا و بنابراين طبق مطلب گفته شده|

||),( mmm 262 3    

  خـپاس 

  خـپاس 

  : م اعداد.م.ب

: يعنـي  »م.م.ب« را dعـدد طبيعـي   . ها غيـر صـفر اسـت     دو عدد صحيح باشند كه لااقل يكي از آن         b و   a فرض كنيد 
  : اين دو عدد گوئيم، هرگاهترين مقسوم عليه مشترک بزرگ

 

 ًاولا: ad bd و |   و |

 هاي مشترك  ساير مقسوم عليه:انياًثa و b از dتر باشند كوچك . 

  : نويسيمميدر اين صورت 

dba ),(  
 

۳ 
 

  م.م.م و ک.م.ب
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 ---✨---  
  ٤٠٤١ خرداد نهايي؛

aa، تساوي aبه ازاي چند مقدار  ),(    برقرار است؟ 272
 2                                8                                 4                                   1    

  
 :، چهار حالت ممكن استa|27: بايدچون 

aaa  ),(),(),( 2721272272  :1a  
aaa  ),(),(),( 2723276272  :3a  
aaa  ),(),(),( 27292718272  :9a  

aaa  ),(),(),( 272272754272  :27a  
  . هر چهار حالت قابل قبول

 ---✨---  
  .م اعداد اهميت بسياري دارد.م.د بحالت خاص زير در مور

  
  
  
  
  
  

  : به دو مورد در ارتباط با اين مفهوم توجه کنيد
  194واضح است که ),(ها نداردتک آندن اعداد ربطي به اول بودن تک و بنابراين متباين بو.  

 :ولي عکس آن صحيح است

  اگرp و q ،1 :همواره دو عدد اول مختلف باشند),( qp. 

    دو عددa   و b   ي اين دو عدد به عددهاي اول، عامـل اول مـشترکي        تند که در تجزيه   نسبت به هم اول هس    وقتي
   ؛نمونهراي ب. وجود نداشته باشد

3248چون  4  7535 و  13548، بنابراين ),(است  .  
  

   .  اول است125 و 81، 64 نسبت به هر سه عدد 77 نشان دهيد عدد :مثال✨

  
  : ي اين عددها به صورت زير استتجزيه

346 512538126411777  ,,, 

  . ها اول استي آن با هيچ كدام عامل مشترك ندارد، نسبت به همه77چون 
  

 ---✨---  
  . دو عدد فرد متوالي همواره نسبت به هم اول هستند: نشان دهيد :مثال✨

  

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

  : اعداد متباين

  :  گوئيم، هرگاه»نبايِتَم« يا »اول« را نسبت به هم b و aدو عدد 

1),( ba  
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12دو عدد فرد متوالي به صورت  n 32 و nدهيمقرار مي.  هستند :dnn  ),(   :طبق تعريف. 3212
 

2d    121232    يا
32
12







  ddnnd
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  : توجه كنيد
13212 غيرممكن بوده و در نتيجه 2dچون عددها فرد هستند،   ),( nnاست  .  

  

 ---✨---  
11: نشان دهيد باشند، آنگاه صحيح اعدادي b و aاگر  :مثال✨  ),( aab .   

  
daab: دهيمقرار مي  ),( 1 .  

adطبق تعريف بايد    : بنابراين. كند را عاد ميab از جمله a هر مضرب d و لذا |
 

111
1
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
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
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||
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 ---✨---  

),(نشان دهيد حاصل  :مثال✨ 3142  aaa است2 يا 1 برابر  .)a(  
  

  
daaa: اگر قرار دهيم  ),( 142، بايد 3142  aad 3ad و |  :بنابراين. |

2311

14333 222

|)(||

)(||)(|
)(

)(

daadad

aaaadaadaad








  

  .  باشد2 يا 1تواند  فقط ميdپس مقدار 

 ---✨---  
  .مکنيرک دو عدد صحيح را بررسي ميهاي مشتاکنون مضرب

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  :در يک حالت خاص
ba هرگاه ],[|| ، آنگاه| bba است؛ بويژه  : 

 

  خـپاس 

  خـپاس 

  : م اعداد.م.ک

تـرين  کوچـک : يعنـي » م.م.ک« را cعدد طبيعـي  .  دو عدد صحيح باشند كه هر دو غير صفر هستندb و aفرض كنيم  
  :  اين دو عدد گوئيم، هرگاه مشترکمضرب
 ًاولا: ca cb و |   و |

 ًهاي مثبت و مشترك مضرب ساير :ثانياa و b از cباشندتر  بزرگ . 

  : نويسيم ميدر اين صورت
cba ],[ 



  

  رياضيات گسسته
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 ٣٠  http://www.darsamoz.com 

  آموزوه  آموزشي درسگر 

||],[ aa 1     و    ||],[ aaa .  
  

  : ي خالي را پر کنيدجا :مثال✨

cba ],[اگر و تنها اگر دو شرط زير برقرار باشند :   
................,)|,|) 021 mcbca 

  
  :طبق تعريف بالا، شرط دوم چنين است

 

mcmbmam  )|,|(,0   
  

 ---✨---  
  .  زير را حساب کنيد، مقاديرb و a عدد صحيح غير صفربراي دو  :مثال✨

 ],[, baa       و    ),(, baa  

  
|],[چون  baa و aba || مورد برابر، جواب هر دو ),(| aاست  .  

  

 ---✨---  
  ٤٠٣١ خرداد نهايي؛

5235: ، آنگاه0m}{اگر  mmmm )],(,[ .)درست  - نادرست (   

  : درست است؛ زيرا :جواب

32ه دليل ب mm 223:  داريم| mmm ),( 52 و سپس به دليل mm   :  خواهيم داشت|
525235 mmmmmm  ],[)],(,[  

  

   :م.م.م و ک.م.محاسبه ب
  :  کنيد، در اين صورتتجزيهعددهاي داده شده را اگر 
 تر استهاي مشترک با توان کوچکبرابر ضرب عامل. م.م.ب . 

 هاي غير مشترک استدر تمام عاملتر ضربهاي مشترک با توان بزرگبرابر ضرب عامل. م.م.ک . 

   براي نمونه؛

5240چون  3  25375 و ،بنابراين داريم  :  

6002357540 32 ],[     557540     و 1 ),( 

  : ي زير برقرار استدو عدد، رابطه. م.م.و ک. م.م.توان نتيجه گرفت، بين باز دو مورد بالا مي

),(
||

],[
ba
ba

ba   
  

 تکنيـک زيـر   اسـتفاده از معمـولاً   هـستيم،  شـده عددهايي با اطلاعات داده م به دنبال .م.م يا ک.م.هنگامي که در مبحث ب  
  .تر خواهد شدجستجو را بسيار محدود کرده و در نتيجه دسترسي به جواب آسان

  

  خـپاس 

  خـپاس 
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   : b و  a تکنيک

  : ابتدا توجه کنيد

dba  دو عدد صحيح وb و aاگر  ),(1ه  باشد، آنگا),(
d
b

d
aاست .  

  

dbaاکنون فرض کنيد  ),( آنگاهباشد ، :  

 دهيمقرار مي :a
d
a  و b

d
b  . 

 ي قبل خواهيم داشتطبق مرحله :daa  و dbb 1:  و البته ),( ba. 

   :هميشه

  ! بگرديدb و a  و متباينتر بگرديد، بهتر است دنبال عددهاي کوچکb و aکه دنبال اعداد نسبتاً بزرگ به جاي اين
  

  . هاي ممکن براي دو عدد را مشخص کنيدحالت.  است36ها م آن.م. و ب504مجموع دو عدد طبيعي  :مثال✨

  
  :دهيم گرفته و طبق تكنيك قبل قرار ميb و aدو عدد را 

 

13636  ),(,, babbaa 
  : نويسيممياكنون طبق فرض 

1450436504  bababa )( 
   : د بوده و بعلاوه نسبت به هم اول باشن14ها عددهاي طبيعي كمي وجود دارند كه جمع آن
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a
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  :توجه کنيد
  . مددست آهفقط سه جفت جواب براي سؤال ب

  

 ---✨---  
   : b و  a م بر حسب.م.ک

dbabaم برابر .م.ک ],[است، زيرا  :  

dbaba
d

dbda
ba 


 ],[],[  

   :بويژه

),(1اگر  ba باشد، آنگاه ||],[ abba است .  
  

 23تـر از    هـر دو عـدد بـزرگ      (. را مشخص کنيـد   تر  عدد بزرگ .  است 2093ها  م آن .م. و ك  23م دو عدد    .م.ب :مثال✨
  .)هستند

  خـپاس 
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  :نويسيم ميb و aطبق تكنيك 

91232093  babadbaba ],[  
  : تواند رخ دهدتنها دو حالت مي

 91191 چون  1، حالتa 91 وb 23231 را داريم كه چون  daaخواهد شد، طبق فرض قبول نيست  . 

  71391چون  ،دهددست ميهحالت زير جواب را ب است:  
 

299231313  adaaa 
  

 ---✨---  
  

  خـپاس 
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  .  درستي يا نادرستي هر مورد را مشخص کنيد- ۱
baاگر ) الف aba، آنگاه | ),( .  
baاگر ) ب ],[||، آنگاه | bba  .  

  

)],(,[ حاصل - ۲   .  را حساب کنيد77341403
  

dkkاگر  - ۳  ),(    )k (.ديابي را بd،  دو عدد نسبت به هم اول نباشندنياو  7967
  

],[حاصل .  عددي طبيعي باشدa فرض کنيد - ۴ 23 4832 aaدست آوريد را به .  
  

  .  آن دو عدد را بيابيدم.م. باشد، ب432ها م آن.م. و ک102 اگر مجموع دو عدد - ۵
  

  :منتخب کتاب

  :  موارد زير را ثابت کنيد- ۱
  . هر دو عدد صحيح و متوالي نسبت به هم اول هستند) الف
  ) هم درست است؟آيا در مورد زوج و متوالي( .هر دو عدد صحيح و فرد متوالي نسبت به هم اول هستند) ب
),(1 اول متمايز باشند، همواره عدد دو q و pگر ا) پ qpاست .  

  

  . ، حاصل هر مورد را بنويسيدm براي عدد صحيح - ۲

),( 362 mm)                             ب             ),],([ 52 mmm)  الف  

],),[( 732 mmm)                                        ت),( 2313  mm)  پ  
],),[(   ث  (1204872

  
  
 

 )۳ (پاسخ دهيد



  هاي آموزشيمجموعهکامل ليست 

  
  

  
  
  
  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .  هستيممتمرکز بر ارتقاي کيفيت آموزشما 
  سپاس از توجهتان

  

  
٠٩٣٥   ٦٠٠   ٨٤٥٤  

٠٩٢٠   ٦٠٠   ٨٤٥٤  

  رياضي تيزهوشان  )عادي(متوسطه اول   )عادي(دوره ابتدايي 

  رياضي تيزهوشان ششم  جزوه رياضي هفتم  جزوه رياضي پنجم

  مهفترياضي تيزهوشان   جزوه رياضي هشتم  جزوه رياضي ششم

  مهشترياضي تيزهوشان   منهجزوه رياضي   

  منهرياضي تيزهوشان     

 

  )تشريحي: تجربي(متوسطه دوم   )کنکوري: تجربي(متوسطه دوم 

  جزوه تشريحي رياضي دهم  جزوه کنکور رياضي دهم

  جزوه تشريحي رياضي يازدهم  جزوه کنکور رياضي يازدهم

   رياضي دوازدهمجزوه تشريحي  جزوه کنکور رياضي دوازدهم

    جزوه جامع کنکور تجربي

 

  )تشريحي: رياضي(متوسطه دوم   )کنکوري: رياضي(متوسطه دوم 

  جزوه تشريحي رياضي دهم  جزوه کنکور رياضي دهم

  )۱(جزوه تشريحي هندسه   )۱( کنکور حسابان جزوه

  )۲ (هندسهجزوه تشريحي   جزوه کنکور آمار و احتمال

  )۱(جزوه تشريحي حسابان   )۲(جزوه کنکور هندسه 

  جزوه تشريحي آمار و احتمال  )۲(جزوه کنکور حسابان 

  جزوه تشريحي رياضيات گسسته  جزوه کنکور رياضيات گسسته

  )۳(جزوه تشريحي هندسه   )۳(جزوه کنکور هندسه 

  )۲(جزوه تشريحي حسابان   جزوه جامع کنکور رياضي

 

  رشته انساني

  ) در يک مجموعه، البته تفکيک شدهکنکور+ تشريحي (و آمار پايه دهم جزوه رياضي 

  )کنکور در يک مجموعه، البته تفکيک شده+ تشريحي (و آمار پايه يازدهم ياضي جزوه ر

  )کنکور در يک مجموعه، البته تفکيک شده+ تشريحي (و آمار پايه دوازدهم جزوه رياضي 

 

  )نهم به دهم( استعداد تحليلي   )ششم به هفتم(استعداد تحليلي 

  )تصويري(هوش غيرکلامي جزوه   )ادبي(ش کلامي هوجزوه 

   و محاسباتهوش رياضيجزوه   )تصويري(هوش غيرکلامي جزوه 

  )شامل تحليل متن(منطق و استدلال هوش جزوه    منطقي و سرعتي- هوش رياضي جزوه 
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