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   » مامجموعهف اهدا«

  )۲۰نهايي ( آموزان کشوربراي دانشو عملکرد ثبت بهترين سابقه تحصيلي 
  

  هاي برتر کنکور و ورودي سمپاد و نمونه کسب رتبه
  

  :زمينه گوناگونسطح و  ۴در 

  ؛ آموزش مفهومي کتاب و آمادگي نهايي

  آموزش نکته و تست پيشرفته کنکور؛

  آموزش رياضيات تيزهوشان؛

  :و

  آموزش هوش و استعداد تحليلي
  )ليست کامل در انتهاي فايل(

  
  
  

  )فردمنحصر به( آموز؛درس

  

Up to date 

Quality in Education 
D&A - Since 2012 

  آموز درسعلميگروه 

  يمرجع تخصصي توليد محتواي آموزش
  

  »هوش و استعداد تحلیلƝ«  &  »ریاضیات«



  
  
  
  
  
  
  
  
   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  آموزشمحتواي جامع 
 )وعنمتفراوان و هاي مثال+ درسنامه دقيق (

   محتواي كتابكامل پوشش 
 )ها و تمرينات برگزيدهها، فعاليتمثالشامل (

   تمرينات پوششي
 )نامهپاسخ+ طرح انواع سؤالات ممکن نهايي بخش به بخش (

  سؤالات چالشي
   )جداگانه ويژه علاقمندانشده به صورت طرح (
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  نهاييهاي آزمونو بررسي آخرين پوشش 
Up to date 
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  تابــع

مقدمات توابع، انواعی از تابع، توابع یک 
پذیری توابع، جبر و ترکیب به یک و وارون

  توابع

۶۳  

۲  

  جبر و معادله

 حسابی و هندسی، مجموع جملات دنباله
معادله درجه دوم، نمودار تابع درجه دو، 

-دسهمعادلات گویا و اصم، قدر مطلق، هن

  ی تحلیلی در صفحه

۲  

۱  

  تابع نمايي و لگاريتم

تابع نمایی، لگاریتم و تابع لگاریتمی، 
خواص لگاریتم و حل معادلات لگاریتمی، 

  کاربرد لگاریتم

۱۰۵  

۳  

  مثلثات

ـــع  ـــاتی، تواب ـــه، روابـــط مثلث واحـــدهای زاوی
مثلثاتی، بـسط مثلثـاتی مجمـوع و تفاضـل 

  دو زاویه

۱۳۳  

۴  

  حد و پيوستگي

ـــابع،  فرآینـــد میـــل کـــردن، محاســـبه حـــد ت
  حدهای مبهم، پیوستگی توابع

۱۶۵  

۵  

 فهرست



 
 
 
 
 
  
  

                 

  

  
  
 

  
  

  

  
 

  صفحه  فهرست

 ۳  مجموع جملات دنباله  

 ١٤  ي درجه دوممعادله  

 ٢٥  نمودار تابع درجه دوم  

 ٣٣  معادلات گويا و اصم  

 ٤١  قدر مطلق و خواص آن  

 ۵۱  هندسه تحليلي  

  جبر و معادله

 )١(حسابان 
  يازدهـم رياضي

۱ 
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                                                                                    جبر و معادله  :مبحث
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هـا را  صي از جمـلات آن روش جمع تعداد مشخ ـ سپس  و هندسي را يادآوري کرده و        هاي حسابي دنبالهابتدا  بخش،  در اين   
                                                       : مقابلير دنبالهد .آوردخواهيم  ,,,,, naaaa 321  

 

  : ي بعد، يعني از جمله هر جملهتفاضلاگر 
 2312 aaaa 

-گفته مي دنباله »قدر نسبت« dعددي گفته و به عدد   ي  دنبالهيا   » حسابي يدنباله«  باشد، به آن   d  مانند  ثابت يمقدارهمواره  

   ؛نمونهراي ب. شود

5
3

12723 1





d

a
,,,, 

   :بعلاوه
  ؛يادنبالهچنين در 

 

 اولينباله بر حسب جملهجملات د  a ) 1همانa (نسبت و قدر dقابل بيان هستند  : 
  

,,, dadaa 2  
  :در نتيجه

  :بارت است از اول و قدر نسبت عي بر حسب جملهحسابي يدنباله)  عمومييجمله: يا(م اnُي جمله
 

dnaan )( 1  
  براي نمونه؛

,,,,ي در دنباله 12723شودي عمومي به صورت زير نوشته مي جمله :  
  

85513  nana nn ))((  
 

 که سه عدد شرط آنcba   : اين است کهد، ني حسابي باشنباله جملات متوالي يک د,,
  

  

cabbcab  2  
  

 .   گويندc و aحسابي بين ) ميانگين (واسطه را bدر اين صورت، 

 دلخواه ياگر دو جمله maو  na  معلوم باشند، آنگاه  عددييدنبالهيك از : 
 

mn
aa
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


  
  

   . حسابي زير، تعداد جملات را مشخص کنيديدنبالهدر  :مثال✨
  

200116109102 ,,,,  

  
7102109 و 102a ،200naبراي   عمومييفرمول جمله توسط dنويسيم مي:  

  

  خـپاس 

۱ 
 

  مجموع جملات دنباله
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 ---✨---  
   .دهيمآموزش مياي  را با آوردن نمونهي حسابيدنبالهيک جملات تعدادي از روش جمع 

  

  : کنيدرا حساب مجموع عبارت زير  :مثال✨
  

10099321   

  
  : نويسيمول ميبار هم از آخر به ا و آن را يكگرفته Sمجموع را 

1299100
1009921






S

S
  

  : كنيم، با هم جمع مياندگرفتهكه زير هم قرار  ترتيبي همانبه اكنون اعداد دو طرف تساوي را 
  

)()()()( 
101101101101

110029999210012 S  

  : تا است، در نتيجه100چون تعداد پرانتزها 

2
1011001011002  SS  

 ---✨---  
  : توجه

 :  داشته باشيدذهنيم مثال قبل را در تعم

2
1321 )(  nn

n  

  

  :شودميمحاسبه به سادگي ي مثال قبل و طبق ايده ،ي حسابيدنبالهجملات متوالي جمع 
  

  
  
  

 
  

  

  
   :توجه کنيد

  : ادامه داشته باشدnaام يعني nي  شروع شده و تا جملهaي اول جمع بالا بايد از جمله
  

nn aaaS  21  

   :دليل

  : نويسيممي ، مجموع را به دو صورت زير همشابه مثال قبلم

  خـپاس 

  :مجموع حسابي
-هزير بي ابطهاز ر n و تعداد جملات d، قدرنسبت aي اول  حسب جملهبر حسابيدنباله  اول ي جملهn مجموع 

  :آيددست مي

])([ dna
n

Sn 122   
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



)()(

)()(

  

  : کنيمطور که زير هم قرار دارند، با هم جمع مي دو طرف تساوي را همانجملات
  

 dnadnadnadnaSn )()()()( 121212122   

dna به شکليکسان و  جملاتچون تعداد  )( 12  برابر nاست، در نتيجهتا  :  

2
12122 ])([

])([
dnan

SdnanS nn
 

  براي نمونه؛ 
961812: ، يعني6مجموع عددهاي دو رقمي مضرب   ۱۴۰۳؛ خرداد سؤال نهایی( :کنيم را حساب مي(   

  :ابتدا تعيين تعداد جملات که مورد نياز است

151216611296 6612    nnnda )(,  

81054152 :بنابراين جواب
611512215

1088424

15 



])()([
  

Sاست  .   
  

,,, ي حسابيدر دنباله :مثال✨ 731:  

                            . ي اول را حساب کنيدمجموع دوازده جمله) الف
  .  بيان کنيدn را بر حسب nS مجموع) ب

  
413 و 1a براي )الف  )(dداريم  :  

25244262
41121212

12  )(
])()([

S  

  : مشابه قسمت قبل )ب
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
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nnnn

S

n
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  
  

 ---✨---  

-فاصله( .دن متر از هم قرار دار3 فاصلهبه  کي هر و مي خط مستقکي ي روزيادي توپ مسابقه تعداد کيدر  ) کتاباز( :مثال✨

   .) متر است3 نيز  توپ اول تا سبدي
  
  

  
  

  خـپاس 

m  ۳  m  ۳  m  ۳  m  ۳  

+ + + + 
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 سپس به طـرف  .ندازدي سبد بداخلو برده  سبد ات آن را   شته،ا اول را برد   پ تو ، کرده  به دويدن  سبد شروع   از کنار  دي با ايدونده
 دهي متر دو  918 اني اگر دونده در پا    . کار را ادامه دهد    نيو ا انداخته  داخل سبد   شته، مانند قبل    بردانيز  آن را   رفته،   يتوپ بعد 

   ؟ سبد انداخته استاخل  او جمعاً چند توپ ددي حساب کن،باشد

  
633توپ اول انتقال دونده براي   پس . خواهد دويد. . .  متر و 18 متر، توپ سوم 12به همين ترتيب، براي توپ دوم . دود متر مي

  :  شود918رابر بي زير از دنباله) هاتعداد توپ(= جمله  nبايد مجموع 

,,, 18126  
  : يعني

30615326
91821

9182669182
6162918

16

6



 

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S
nn

da
n 

 

1817306بينيد كه با قدري آزمون و خطا مي  17 بوده و بنابراينnاست   .  
    

 ---✨---  
 ١٤٠٢نهايي؛ خرداد 

   بيشتر شود؟ 400، حداقل چند جمله را جمع کنيم تا حاصل از 8 و قدرنسبت 4ل ي حسابي با جمله اودر دنباله

  
  : كنيم را تعيين مي400nS با شرط nكمترين 

1010040044002
8142 2

118




nn
nn

n    )(

])()([
  

   .  جواب است11nmin پس
    

 ---✨---  

,,,ي حسابي در دنباله :مثال✨ 731،ي دوم را بيابيد مجموع ده جمله .  

  
  : ي دوم يعني جملات يازدهم تا بيستمده جمله

102010212021201211 SSaaaaaaaaa  )()(   
 

  :  شده برابر است باپس مقدار خواسته

570170740362576210
2

491210
2

4191220
1020





)()(

])([])([
SS

  

  

 ---✨---  

,,,ي حسابي   در جملات دو دنباله    :مثال✨ ,,, و   1185 مجموع اين  .  تعدادي عدد دو رقمي مشترک وجود دارد       ،1062

   . را حساب کنيد اعداد

  

  پاسـخ 

  پاسـخ 

  خـپاس 

  خـپاس 
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  :  را نوشته تا عددهاي مشترك مشخص گردندچند جمله از هر دنباله
 

,,,,,,,, ,,,,,,,        و        26232017141185 262218141062  

ــددهاي  ــا    ,,2614عـ ــسابي بـ ــه حـ ــك دنبالـ ــه يـ ــوده كـ ــشترك بـ ــي12d و 14a مـ ــشكيل مـ ــد تـ ــه . دهنـ ــن دنبالـ در ايـ

12114  )(nan212   و يا  nanنويسيمبراي تعيين تعداد جملات دو رقمي مي.  است:  
 

2812
989812100212 / nnn  

  :ها برابر است بامجموع آنتا بوده و 8پس تعداد جملات 

4488428412181422
8

8  )(])([S  
  

 ---✨---  
   :وم دروش
تـر  آساني زير   ، از رابطه  ي آخر مشخص است   نسبت نامعلوم، ولي جمله     قدر ، وقتي ي حسابي دنباله ي مجموع جملات  محاسبه

  : قابل محاسبه است
  

2
1 )( n

n
aan

S


  

  :دليل

22
1

2
12 )(])([])([ n
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n
aandnaandnan

S

n



 
  

  

   ) کتابمشابه( :مثال✨

  . ددست آوريبه را 7عددهاي طبيعي دو رقمي مضرب ي همهمجموع 

  
  :  است98naي آخر جملهيابيد كه ، به آساني در مي. . .  و 99، 100با بررسي عددهاي .  است14aي اول جمله

98282114 ,,,,   
  : ي عموميطبق فرمول جمله، 7dقدرنسبت با 

  

1311217
149811 1 




d
aa

ndnaa n
n )(   

   :در نتيجه

72856132
981413

13  )(
S   

  

 ---✨---  

  !توجه
  :براي نمونه، ببينيد.  اطلاعات کاملي از دنباله در خود داردnSفرمول 

  

)(  حسابي ييک دنباله در   :مثال✨ 12  nnSn   جملات اول، دوم و قدرنـسبت را مـشخص کـرده و توسـط       . داده شده است

  .دنباله را تعيين کنيد عمومي يجملهها آن

  خـپاس 
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11چون  Sa  ،31121: پس است 11  aa   : همچنين. )(

 

731222 22212  aaaaS )(  
  : در نتيجه

43712  aadصورت زير استهي عمومي ب جملهپس.  است :  
 

14443413  nanna nn )(  
  

 ---✨---  

   :روش فوري
   :باره نيز مشخص کردي عمومي را يکتوان جملهاي مياگر فرمول مجموع جملات معلوم باشد، در هر دنباله

 

1 nnn SSa  
11البته همواره  Sa است  .  
  :  پاسخ مثال قبل به روش فوريبراي نمونه؛

141322112112 22

121




nannnnnnnna n

nn

n )()())(()()(
))((
    

  

   .آن توجه کنيدهاي ويژگيبرخي و خاص ي هادنبالهنوع دوم اکنون به يادآوري 
  

                                                     :روه روبي دنبالهرد ,,,,, naaaa 321  
 

- قدر نسبت گفتـه مـي  q گفته و به     » هندسي يدنباله« باشد، به آن     q ي چون دار ثابت  مق قبل ي جمله ه ب  هر جمله  نسبتاگر  

   نمونه؛راي ب. شود

2
1

2
1

2
3
4
3

3
2
3

3

4
3

2
33






q

a


,,, 

   :به عبارت ديگر
  .دست آیدهی بعدی بشود تا جمله ضرب میqهر جمله در قدر نسبت 

  : ي بالايد در دنبالهبينمي

,, 4
3

2
1

2
3

2
3

2
13   

   :بعلاوه
  ؛يادنبالهچنين در 

 

 اولي جملات دنباله بر حسب جمله  aنسبت  و قدر qقابل بيان هستند  : 

,,,, 32 aqaqaqa  
  در کل، 

  خـپاس 



  

  )۱(حسابان 
  

                                                                                    جبر و معادله  :مبحث

 

 دکتر عليرضا نورالديني :تأليف

٩  http://www.darsamoz.com 

  :هندسي چنين است يدنباله عمومي يجمله
1 n

n aqa  
  

  آيددست ميه ب متواليير دو جملهاز تقسيم هقدر نسبت:  

 
12

3

1

2

n

n

a
a

a
a

a
a

q 

   :يک نتيجه

cbaسه عدد اگر    : است کهلازم  باشند، هندسيي  جملات متوالي يک دنباله,,

cab
b
c

a
b  2  

 .   گويندc و aبين هندسي ) ميانگين ( را واسطهbدر اين صورت، 

 دلخواه ياگر دو جمله maو  na  معلوم باشند، آنگاه هندسي دنبالهيك از : 
 

m

nmn
a
a

q   
  

  .خواهيم ديدرا هندسي  يدنبالهيک  مجموع جملات يمحاسبهروش در ادامه، 
  

  : را حساب کنيدي هندسي از يک دنبالهمجموع عددهاي زير  :مثال✨
72927931 ,,,,,  

  
729931: دهيمقرار مي  S 3 و عبارت حاصل را درqتا عبارتي مشابه حاصل شودكنيم ضرب مي  :  

  

218772927933  S  
  

  : كنيمدو طرف تساوي را از هم كم كرده و جملات يكسان را حذف مي
  

10932
2186121872

729931218772927933





SS

SS )()( 
 

 ---✨---  
  :دست آورده کلي زير را بهايتوان فرمولبا کاربرد روش حل مثال قبل، مي

  
  
  
  
  

  

 : توجه کنيد

 چـپ  سـمت  يرابطـه از بهتر اسـت   آخر معلوم باشد، يو اگر جمله راست سمت يهرگاه تعداد جملات معلوم باشد از رابطه    
  . شوداستفاده 

  خـپاس 

 :مجموع هندسي

  :آيددست ميه از روابط زير ب» هندسييدنباله«يک  اول ي جملهn مجموع
 

q
q

aS
n

n 
 1
: يا(                             1

q
qaa

S n
n 


 1(  
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  :  حساب کنيدرازير   هندسييدنباله از ي اولجملهيازده مجموع  :مثال✨
,,, 1863 

  
3a 2 وq11ر بالا براي طبق دستو.  هستندnداريم  :  

6141204731
20481321

213
11

11 




S  

  

 ---✨---  

 دنبالهقدرنسبت . ي اول آن است برابر مجموع شش جمله9ي هندسي صعودي ي اول يک دنبالهجملهمجموع دوازده  :مثال✨

  )افزایشی= صعودی (. را مشخص کنيد

  
612بايد  9SS پس.  باشد :  

)()( 6121
612

1911
191

1
qq

q
q

a
q

q
a

a

q  








  

  : ي مناسب از اتحاد مزدوجاستفاده

228911911 266666 326
   qqqqqqq qq )()())((  

  

  .)شود پذيرفته مي2qچون دنباله صعودي است، فقط (
  

  

 ---✨---  

ي گندم و به همين صورت، در هر ي دوم دو دانهي گندم، در خانهي اول شطرنج يک دانهتصور کنيد در خانه )از کتاب( :مثال✨

  : اگر هر دانه گندم را يک گرم در نظر بگيريم. ي قبلي گندم قرار دهيمخانه، دو برابر خانه
  شود؟ ي شطرنج چند گرم ميهاي صفحهکل گندم) الف
6488ي شطرنج  صفحه:توجه(. ن خواهد شد ميليارد ت1000ُها بيش از نشان دهيد کل گندم) ب خانه دارد (!  

  
  : هاي گندم تعداد كل دانه)الف

1221
2112221 64
64

64
642632 


   Snq ,  

1264پس در كل  گرم گندم خواهيم داشت  .  

310: در نظر بگيريد )ب 10100010242 .ها عبارت است ازكل گندموزن ن صورت  در اي :  

      )گرم(
19

1061

63461064 106116102212 


/)()(
/

  

633چون هر تن  101010 13: ها بر حسب تن گرم است، مقدار گندم
6

19
1061

10
1061 

/
  : توان نوشتمي.  است/

99413           )شانزده هزار ميليارد تن( 10160001010611061  //  
  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 
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مانـده را و بـه همـين        سپس نيمي از مساحت بـاقي     . کنيمابتدا نيمي از آن را رنگ مي      . طول ضلع مربعي يک متر است      :لمثا✨

 درصد از سطح مربع 99پس از دست کم چند مرحله، حداقل . شودمانده رنگ ميترتيب، در هر مرحله نيمي از مساحت باقي     
  رنگ شده است؟

    
  : شود ديده مي شكل مقابلسه مرحله از رنگ آميزي در

 2                                : ي اولمساحت قسمت رنگ شده در مرحله
1

2
11  

 22                       : ي دوممساحت رنگ شده بعد از مرحله
1

2
1

4
1

2
1  

 ي  مرحلهتاوند، مساحت رنگ شده ي اين ربا ادامهnام برابر است با : 

n2
1

2
1

2
1

2
1

32   

111مساحت مربع  2ي هندسي با  است و بايد در دنباله
1a 2 و

1qداشته باشيم  :  

71002100
1

100
991

2
1

100
99

2
11100

99

2
11
2
11

2
11100

99









n

S

n
n

n

n

n )(
)(

 

  . قل لازم است هفت مرحله رنگ آميزي انجام شودپس لاا

  )تكليف( :کوتاهروش 
0109901مانده را کمتر یا مساوی ود که مساحت باقیبکافی  // دادیم قرار می .  

  

 ---✨---  
  

  

  

  . مجموع تمام عددهاي فرد دو رقمي را حساب کنيد -١
  

تعداد کل وترهاي حاصل از اتصال دو به دوي اين نقاط را به دو روش               . ايمي متمايز قرار داده   نقطه 15روي محيط يک دايره      -٢
  : حساب کنيد

  ي حسابي                مجموع جملات دنباله) الف
  ي دهم  روش ترکيبياتي از پايه) ب

  

٣- aي ثابت  عددي غير صفر است؛ در دنبالهaaaa ,,,,  با تعداد nجمله  :  
  . را حساب کنيدجملات آيا اين دنباله حسابي است؟ در صورت مثبت بودن جواب، قدر نسبت و سپس مجموع ) الف
  . جملات را حساب کنيدآيا اين دنباله هندسي است؟ در صورت مثبت بودن جواب، قدر نسبت و سپس مجموع ) ب

  

  خـپاس 

 )۱ (پاسخ دهيد
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,,,ي حسابي بالهدر دن -٤    بيشتر شود؟220، لااقل چند جمله را جمع کنيم تا حاصل از 1185
  

  . يدي اول آن را مشخص کنجمله.  است10ي ششم برابر  و جمله138ي اول ي حسابي، مجموع دوازده جملهدر يك دنباله - ٥
  

  .  را حساب کنيد8مجموع اعداد سه رقمي مضرب  -٦
  

,,, هندسييي اول دنبالهه جملهمجموع نُ -٧ 13
1

9
  .  را حساب کنيد1

  

 خـود  يم ارتفاع قبلسو کي ي خوردن به اندازهني پس از زم، رها شودي که از هر ارتفاع  مي دار يتوپ -٨
 توپ پس از ني ا؛ برسدي متر  هشت  تا به ارتفاع   ميا   به هوا پرتاب کرده    ني توپ را از زم    .رود يبالا م 

  ؟  کند ي مي را طي چه مسافتنيچهار بار برخورد با زم
  

  
 

ي اول به نسبت جمله. اشدب مي153ي اول آن  و مجموع شش جمله136ي اول ي هندسي، مجموع سه جملهدر يک دنباله - ٩
  .  دست آوريدي پنجم را بهجمله

  

حاصل عبارت  - ١٠
1

1
369

91011




ttt

tttt   2به ازاي را
51tحساب کنيد   .  

  

  :منتخب کتاب

,,,                                                    : رو روبهي حسابيدر دنباله - ۱ 1185 

   ؟ بيشتر شود493حداقل چند جمله را جمع کنيم تا حاصل از 
  

 150  زوج يهـا    و مجموع جمـلات شـماره      135  فرد يها   مجموع جملات شماره   ،ي حساب ي دنباله کي اول   يجملهبيست  در   -۲
   . ديص کن جمله اول و قدر نسبت آن را مشخ.است

  

12  دنباله به صورت   کي يجمله عموم  -۳  n
na 255 ها برابر تا مجموع آنمي دنباله را با هم جمع کنني چند جمله از ا    . است 

   ؟شود
  

  :دست آوريد حاصل عبارت زير را بهn و عدد طبيعي 1a با شرط aبراي عدد حقيقي  - ۴
121  naaa   

  :هاي زير را نتيجه بگيريدبا استفاده از جواب خود، تجزيه

))(( 111 21   aaaaa nn   
))(( 123221   nnnnnnn babbabaababa  
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9899998988مجموع    را بر حسب nعدد سمت راست (. د محاسبه کنيnرقم دارد (.  

  

  )ويژه علاقمندان( چالش
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سـريع  يادآوري چنـد روش      ، ابتدا .د شد خواهانجام  درجه دوم   ي  معادلههاي  جواب مرتبط با بررسي بيشتري   در اين بخش،    
   :اين نوع معادلاتحل کلي روش همچنين حل و 

  

axax(: يطبق قاعدهمعادلات زير را  :مثال✨ 2( حل کنيد .  

0912 )الف 2  )( x                                   1442 )ب  xx  

  
   )الف

242312
122312

912 2





xxx

xxx
x )(  

  : كرد  مانند قسمت قبل عملتواناست و در نتيجه مياي  اتحاد مربع دوجمله صورتسمت چپ معادله به )ب
 

112
312

12 2





xx

xx
x )(  

  

 ---✨---  

  : طبق روش سريع :مثال✨
  

0Q   00   يا  PQP 
  

  .هر يک از معادلات زير را حل کنيداي ها، ي چند جملهو تجزيه

032 )الف  xx                            62 )ب  xx                            0143 )پ 2  xx  

  
  : شودبا فاكتورگيري تجزيه انجام مي )الف

303
0

0332





xx

x
xxxx )(  

  : و تجزيه طبق اتحاد جمله مشتركمعادله را مرتب كرده  )ب
 

303
202

032062





xx

xx
xxxx ))((  

  :   ضريب را به مجذور تبديل كرده و سپس طبق اتحاد جمله مشترك عمل كنيمبايد داراي ضريب است، 2xچون  )پ
 

3
113013

133033
01333

03343031290143 2232






 

xxx

xxx
xx

xxxxxx

))((

)()(

  

  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

۲ 
 

  معادله درجه دوم



  

  )۱(حسابان 
  

                                                                                    جبر و معادله  :مبحث

 

 دکتر عليرضا نورالديني :تأليف

١٥  http://www.darsamoz.com 

  :ي دومروش کلي حل معادلات درجهيادآوري 
  

   :روش دلتا

 ساده شدن به شکل      درجه دوم پس از   ي  معادله cbxax2   0 و اعداد استa، b   و c   در . هـستند  ضرايب معادلـه

acb مقدارها بر حسب اين معادله، جواب 42 شوند تعيين مي:  

  اگردارد كه عبارتند از) متمايز( ي مختلفدو ريشه  باشد، معادله:  

a
b
2

      و      
a

b
2

  

  .)کنيمگذاري مي نام و ها را معمولاً ريشه(

  اگردارد كه عبارتند از) برابر( ي مضاعفدو ريشه  باشد، معادله : 

a
b
2   

  اگرندارد) حقيقي( يهيچ جواب  باشد، معادله.   
  

  .معادلات درجه دوم زير را حل کنيد :مثال✨

 )الف 14 2 xx                                             63 )ب 2  xx  

  
  :  بوده و در نتيجه1c و 4a ،1bعادله در اين م )الف

1714414 22  ))(()(acb 
    : شود جواب متمايز حاصل ميدوچون دلتا مثبت است، براي معادله 

8
171

42
171

2


)(
)(

a
b       8        و

171
42

171
2


)(

)(
a

b 

ه را به صورت معادل )ب 63 2 xxكنيم مرتب كرده و دلتا را محاسبه مي :  
 

7172163414 22  ))(()(acb 

  .، معادله هيچ جوابي ندارداست منفي چون 
  

 ---✨---  

32ي  را طوري تعيين کنيد که معادلهtمقدار  :مثال✨ 2  xxt)( :  

 .  جواب حقيقي نداشته باشد)ب                       . ي مضاعف باشد داراي ريشه)الف

  
032معادله را به صورت استاندارد  2  xxt)(نويسيم تا  ميta 2 ،1b 3 وcاكنون.  مشخص شوند:  

  :  برقرار شود0بايد شرط  )الف
 

12
25
251201225212132412





t

tttt )())(()(
 

  : حالت لازم است دلتا منفي باشدين در ا )ب

  خـپاس 

  خـپاس 



  

  )۱(حسابان 
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12
25

12
25251201225 

 ttt 

  

 ---✨---  
  )مهم( :خاص هاييحالت

02يدر معادله  cbxaxاشيد داشته بتوجه ، به سه مورد زير:  
 اگر a و c 0: يعني( مختلف العلامت باشندac(آنگاه ، : 

 .  خواهد داشت متمايز بوده و معادله دو جوابدلتا مثبتخود به خود 

 0: يعني( : جمع ضرايب برابر صفر شوداگر cba(آنگاه ، : 

 ی و ديگر1ها  از ريشهیكي
a
cاست .  

 

 0 اگر cba) اي :cab  (باشد، آنگاه:  

 ی و ديگر1ها  از ريشهیيك
a
cاست .  

   ؛براي نمونه

0143ي در معادله 2  xx شرط ،cab 1 :ها فوريپس جواب.  برقرار است 3 و
1

a
cدست خواهند آمده ب .  

  

17طول و عرض مستطيلي به ترتيب   :مثال✨ x 3 وxباشـد، مقـدار   واحد مربـع   32اگر مساحت مستطيل .  استx را 

    .بيابيد

  
  : دهيم قرار مي32مساحت مستطيل را برابر 

02922732321732173 22  xxxxxxx ))(( 
  :شوندعلوم ميها به روش سريع مبينيد كه جمع ضرايب صفر است و در نتيجه جوابمي

7
29

2 
a
c

x     11     و x  

 .  قابل قبول است1xتواند منفي باشد، فقط چون طول ضلع نمي
  

 ---✨---  
   :کلي ييک قاعده

  : ايبا هر درجهاي چند جملهي در معادله
  

  . است١ عدد هاع ضرایب صفر شود، یکی از ریشهوجمماگر 
  

  . ي سوم و حل معادلات بسيار مفيد است در تجزيه عبارات درجه بديهي،اين مطلبِ
  : نمونه

  

423ي معادله :مثال✨ 23  xxxرا به روش تجزيه کردن حل کنيد  .  

  
  خـپاس 

  خـپاس 
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0423معادله به صورت  23  xxx1ها  يكي از ريشه،ع ضرايب صفر استمجموچون شود؛  مرتب ميxاست  .  

  : در نتيجه

)( سمت چپ  عبارتي تجزيهيهايکي از عامل 1xاست .  

423با تقسيم  23  xxx بر )( 1x خواهيم داشت را آني تجزيه :  
  

))(( 421423 223  xxxxxx  
   :دامهادر 

0422 ی معادلهها از حلسایر ریشه  xxشوند به روش دلتا حاصل می :  

512
522

2
202

512
522

2
202

042 202




  

x

x
xx  

  

 ---✨---  

  : تذکر مهم
  

  :شودمياي هم منجر چند جملهکامل ي به تجزيه ،ها تمام ريشهاطلاع از

))()(( 51511423 23  xxxxxx  

  

223 تابع صفرهاي از يکي که ديابي را چنان بk مقدار )از کتاب( :مثال✨  xkxxxf  يهاصفر سپس . باشد2  برابر)(

  ).شود محسوب میصفر تابع یک 0)(xfی هر جواب معادلهطبق تعریف،  :توجه( .ديدست آور تابع را بهگريد

  
02بايد   )(fباشد :   

202248  kk   
 

22پس  23  xxxxf )( بوده و بر )( 2xشودبقيه حل كاملاً مانند مثال قبل انجام مي. پذير است بخش .  
  

 ---✨---  
   :توجه کنيد

با تغيير  اين معادلات معمولاً     .دارندشبيه معادلات درجه دوم     ي   ظاهر ،باشندن دومدرجه  که حتي ممکن است     معادلات  برخي  
 : به چند نمونه توجه کنيد. دنشو مي حلبه آسانيو درجه دوم شده کوچکي تبديل به 

 

0312212ي در معادله :مثال✨ 2  )()( xx را مشخص کنيدهاجواب  .  

  
tx: دهيمقرار مي 12 .0322هاي ، بايد جواببا جايگزيني در معادله  tt روش تجزيه. كنيم را مشخص:    

  

13013  tttt ,))((  
txي نون با جايگزيني در رابطهاك 12،هاي  جوابxدست خواهند آمده ب:  

 1221121  xxxt :  

 1223123  xxxt :  

  خـپاس 

  خـپاس 
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  ).شود گفته مي»تغيير متغير«کار رفته در حل اين مثال، روش هبه روش ب(
  

 ---✨---  

611ي معادله :مثال✨ 222  )()( xxرا با روش تغيير متغير حل کنيد  .   

  
tx: دهيمقرار مي 12062تيجه معادله به صورت  و در ن  ttنويسيمطبق روش تجزيه كردن مي. شود تبديل مي  :  

  

23023  tttt ,))((  
  : كار رفتههطبق تغيير متغير ب

 333212 22  xxxxt ,:  

 2313 22  xxt : !غير ممکن و جواب ندارد  

  .   دارد3پس معادله فقط دو جواب 
  

 ---✨---  
   .خواهيم ديد را ي درجه دومها و ضرايب معادلهبين جوابارتباط در ادامه، 

  

   :تـذکر
   :شود، بايد ميبحثي درجه دوم معادلهيک ي ريشهدو هر وقت در مورد 

  

  .دمطمئن باشید و در صورت لزوم، آن را چک کنی از منفی نبودن 
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : دليل

هاي کافي است جواب
a

acbb
2

42  و 
a

acbb
2

42  ضرب کنيددر هم  را با هم جمع يا .  

  ؛ هانمونه

0734ي اين ادعا که در معادله) الف 2  xx4: ها مجموع ريشه
3 ،زيرا. باشد مينادرست است :  

4          )١٤٠٣ی؛ خرداد سؤال نهای(
3

4
3 

a
b  

  خـپاس 

  

ي درجه دوم هاي معادله ريشه و اگر  cbxax2باشند، آنگاه  :  

 ست با برابر ا:هامجموع ريشه: 
a
b  

 برابر است با:هاضرب ريشهحاصل : 
a
c 

گاهي فاصله يا اختلاف دو ريشه مورد نظر است که از تساوي 
||

||
a
 آيددست ميه ب.  

  

 

 : هاروابط بين ريشه
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0752ي  در معادله ) ب 2  xx   1: هـا  که ريـشه   532 و
7

/
a
c    و /52هـا  بينيـد جمـع ريـشه      هـستند، مـي 

53ضربشان  /از طرفي.  است : 

532
7

/
a
c 522          و

5
/

a
b  

  

023ي عادلههاي م جواب و اگر  :مثال✨ 2  xxباشند :   

 مقادير )الف s و p کنيد را حساب .            

22صل  حا)ب 33  دست آوريده را ب .  

  مقدار)پ
11 دست آوريده را ب .  

  
  : هاي بالاطبق فرمول )الف

3
2

3
2 


 p
a
c

p        3     و
1

3
1 


 s
a
b

s 

22بايد عبارت  )ب 33   حسب  را بر s و pتبديل كرده و سپس مقادير قسمت قبل را جايگزين سازيم  :  

3
2

3
1

3
233333 22  ))(()( ps  

  : مشابه قسمت قبل )پ

2
1

6
3

3
2
3
1

11 



p
s




  

 ---✨---  

082ي  در معادلهm ي ازمقدارچه به ازاي  :مثال✨ mxx،ها مربع ديگري است؟ يكي از ريشه  

  
2شرط داده شده را به صورت   81 برابر هايشهچون ضرب ر در نظر گرفته و

8 
a
c  بريمكار ميهرا بمعلوم است، آن:  

288 32  
a
c  

  : سازيمxتوانيم آن را در معادله جايگزين  و ميبوده 2  عددهاي معادله يكي از ريشهپس
 

61228222  mmm   
  

 ---✨---  
   :عبارات خاص

s: مقاديربا داشتن  و  pهاي خاص بر حسب، بعضي عبارت sو  p شوندبه صورت زير محاسبه مي                                    :
 جمع مجذورات:                                                                         

ps 22 2222   )( 

 هاجمع معکوس:                                                                                    

  خـپاس 

  خـپاس 
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p
s 



11 

 جذوراتعکوس مجمع م:                                                            

2

2

22

22

22
211

p

ps 




 

 اتکعبجمع م:      

pss 3333 3322333  )()()(   
  

0152ي عادلههاي م جواب و اگر  :مثال✨  xx ،ريدامق باشند 
11 11  و 


 



 کنيد را حساب .   

  
  :كنيمدو مقدار مورد نياز را حساب مي

 5
a
b

s      1      و
a
c

p   

51: واضح است كه
511 

p
s




گيريمميمخرج مشترك  ،در عبارت دوم.  است :  
 

47
28

151
5225

1
2

111
11

11

222

















 sp
sps













))((
)()(

 

  

 ---✨---  

012ي  مجموع مجذورات دو ريشه حقيقـي معادلـه       را طوري حساب کنيد که       m مقدار :مثال✨ 2  mmxx  4 برابـر 

   . باشد

  
42222 : داده شدهشرط توجه به با  ps چون. است:  

22
mm

a
b

s        2          و
1 m

a
c

p  

  :بايد داشته باشيماست، 

62124

41442
122

24

2
2





 mmmm

m
mmm

,

)()(


  

   :توجه کنيد
  .  قابل قبول خواهد بود 2mدر نتيجه فقط  داراي دلتاي منفي است و 6mبراي  معادله

  

 ---✨---  

x  وxاگر :مثال✨ ي هاي معادله ريشه 142 xxباشند، حاصل  || xx  را حساب کنيد .   

  
||توان دوم عبارت  xx  22 را با توجه به خاصيت aa ||گيريم و استفاده از اتحاد اول تعيين كرده و در پايان از آن جذر مي:  

 

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 



  

  )۱(حسابان 
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2124222  xxxxxxxx )(|| 

2در نتيجه  || xxست ا.  
  

 ---✨---  

0142ي عادلههاي م جواب و اگر  :مثال✨  xxي باشند، مطلوب است محاسبه:  

))(( )الف 3454 22                      ب( )()( 2323 824      

  
4: ريمدا )الف

a
b

s 1 و
a
c

p . چون و هاي معادله هستند، بايد در معادله صدق كنند جواب :  

14014 22         14014      و 22    

  : در نتيجه

82431513454 22  ))(())((   
  : مشابه قسمت قبل )ب

    232 414  

 ، مشابها عملكردب 282 23 جايگذاري در عبارت داده شده.  خواهد شد :  

3332  p )()(  
  

 ---✨---  
  .  را در ادامه خواهيم ديدي درجه دوممعادلهتشکيل 

  

  . ي درجه دوم باشند، آن معادله را مشخص کنيدهاي يک معادله ريشه و اگر  )از کتاب( :مثال✨

  
  : در نتيجه. باشندهاي معادله عامل x و x بايد

  

 000 22 
 ps

xxxxxxx  )())((    

 ---✨---  
  :ي مربوطه را نوشتمعادلهتوان مي، ها يا حتي فقط با داشتن جمع و ضرب آنهان ريشهبا داشتطبق مثال قبل، 

  
  
  
  
  
  

   براي نمونه؛

  : باشند، چون32 و 32اي هاي معادلهاگر جواب
 

  خـپاس 

  خـپاس 

  
  : شود زير نوشته مي معلوم باشند، آن معادله به صورتp ها ريشهضربحاصل و sها  ريشهمجموعهرگاه 

 

02  psxx  
  

 

 : نوشتن معادله



  

  )۱(حسابان 
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1343232  ))((p        43232   و s  

0142 به صورت اين معادله  xxخواهد بود .  
  

2 عددهاي هاي آن که ريشهيامعادله :مثال✨
     :د را به دو روش بنويسيدن باش3 و 1

                                         .  به روش مستقيم)الف
  .  به روش فرمولي بالا)ب

    
  : يد معادله به صورت زير باشدبا )الف

02
3

2
5

02
3

2
13032

1032
1

2

2





xx

xxxxxxx ))(())()((
 

2مقادير با توجه به  )ب
532

1  )(s 2 و
332

1  ))((p، طبق فرمول :   

02
3

2
522  xxpsxx  

 ---✨---  

    : دو شرط زير بنويسيدرعايت  با  درجه دومايمعادله :مثال✨

                  .   باشد321هاي آن  يکي از جواب)الف
  .   ضرايب آن عددهاي گويا باشند)ب

  
دست آيند، لازم است جواب ديگر مزدوج جواب هب) غير راديكالي(ا  عددهاي گويp و sكه  است، براي اين321ها چون يكي از جواب

  : بنابراين. 321: اول باشد، يعني

11121321321321 22  )())((p     2321321     و s  

01122و معادله به صورت   xxشود نوشته مي .   
  

 ---✨---  
  . کنيمبررسي مي هاييبا بيان نمونه را هم همرتبط بهاي شهبا رينوشتن معادلاتي 

  

014ي هاي معادلههاي آن از ريشهنويسيد که ريشه بايمعادله :مثال✨ 2  xxتر باشد دو واحد کوچک .     

  
   و   014ي  هـاي معادلـه    را ريشه 2  xx    4:  بگيريـد؛ پـس

1
a
b   4 و

1
a
c  اي بـا   معادلـه بايـد   .  اسـت

  : ي آنهامجموع و ضرب ريشه. بنويسيم 2 و 2 يهاريشه

4
1544

1422  s 

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـسپا 
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4
1344

124
14222  )()())(( p  

  :شود نوشته ميمعادلهاكنون 

0131544
13

4
15 242   xxxx )(  

  

 ---✨---  
   :کوتاهروش 

  :عمل کنيد طبق مراحل زير تر،پاسخ دهي سريع براي ، قبلوردسؤالاتي مانند مدر 
  

 ي داده شده را ي معادلهريشهxي مورد نظر را ي معادله و ريشهyدر نظر بگيريد  . 

  بين يها، رابطهشرط داده شده بين ريشهبا توجه به x و y  بنويسيدرا. 

 ي نوشته شده، از رابطهx را بر حسب yد جايگزين کنياوليهي دست آورده و در معادلهه ب . 

 حاصل شودي درجه دوم  تا يک معادلهکنيددست آمده را ساده هي بمعادله . 
  

   :پاسخ مثال قبل به اين روشنمونه؛ 
2بايد  xy 2پس  باشد؛ yxبوده و در نتيجه  :  

0131540121616401224 222  yyyyyyy )()(  
013154ي که همان معادله 2  xxاست  .  

  
  : ببينيدي ديگرينمونه

  

0132ي هاي معادلهاز معکوس ريشهآن هاي يشهاي بنويسيد که رمعادله :مثال✨ 2  xx باشد  کمتر واحديک .  

  
11 :نويسيمطبق شرط داده شده مي 

x
y1 بنابراين  و

111



y

xy
x

1بارت ع. 
1
y

  :كنيم ميx را در معادله جايگزين 










 





 

25

2512332

113211
13

1
12

2

22

21
2

2

yy

yyyyy

yy
yy

y )()(
)(

)(

  

  

 ---✨---  
  

  

074ي  هاي معادله يکي از ريشه   -۱ 2 mxx   1عدد از بـا اسـتفاده  به روش دلتا و يک بار    ديگر را يک بار      يريشه.  است 
  .ها حساب کنيدروابط بين ريشه

  

  . طول و عرض مستطيل را بيابيد. متر مربع است سانتي65متر و مساحت آن  سانتي33محيط يک مستطيل  - ۲
  

  خـپاس 

 )۲ (پاسخ دهيد
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0142ي درجه دوم    در معادله  -۳  xx      حاصـل عبـارت ))(( 2444 1
2
12

2
2  xxxx  1(ساب کنيـد؟     را ح ـx   2 وx 

  .)هاي معادله هستندريشه
  

274ي هاي معادلهريشه - ۴ 24  xxرا حساب کنيد  .  
  

07218ي هاي حقيقي معادلهريشه - ۵ 222  )()( xxxxرا مشخص کنيد  .  
  

04151ي هاي معادلهريشه - ۶ 2  ||)( xxبيابد را  .  
  

0154ي درجه دوم در معادله -۷ 2  xx 21، حاصل عبارت xx 1(ها حساب کنيد؟ ي ريشه را بدون محاسبهx 2 وx 
  .)هاي معادله هستندريشه

  

01332 يعادله م را طوري تعيين کنيد که     mمقدار   -۸  mxmmx مـسئله  . شته باشد  حقيقي قرينه دا   يدو ريشه  )(
  چند جواب دارد؟ 

  

052ي در معادله - ۹ 2  mxmx مقدار mي هم باشند؟ هاي معادله عكس و قرينه چقدر باشد تا ريشه  
 

  :منتخب کتاب

xxxxfصفرهاي تابع  - ۱ 32 23 )(را مشخص کنيد  .   
  

   . ي زير را حل کنيدمعادله - ۲

0623723
2

2
2

 )()(
xx

 

  

  ) مسئله چند جواب دارد؟. (هاي آن دو برابر ديگري باشدي درجه دومي بنويسيد که يکي از ريشهمعادله - ۳
  

طبـق   که   مي متر دار  3  و عرض  10  شکل به ابعاد طول    لي استخر مستط  کي -۴
 و  کـسان ي ي پهنـا  ي آبـراه دارا   ني اگر ا  . در اطرافش است   ي آبراه بتن  کيشکل  

   . دي آن را حساب کني پهنا، متر مربع باشد14 مساحت
  

  

  

  

nmnxxm جه دوم دريهاي معادله جوابb و a  متمايزعددهاي 3922 2  ba بوده و )( ي  يک دنباله3,,
  .  را بيابيدm  صحيح قابل قبول برايمقدارکمترين . هندسي است

  

  
 

  )ويژه علاقمندان( چالش

 استخر

۱۰ 

۳ 

 آبراه بتوني
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cbxaxxfي دوم در اين بخش نمودار تابع درجه    .شودبررسي ميهاي آن ويژگيبرخي و  )(2

  
  
  

  :بويژه

cbxaxxfصفرهاي تابع   02  درجه دوميهاي معادله همان ريشه،)(2  cbxax هستند .  
  

ي  اي با سرعت اوليه   اگر گلوله  :مثال✨
s
m30 (آن بـر حـسب زمـان    ) ارتفاع(ي مکان  به طرف بالا پرتاب شود، ضابطه(t   بـه

ttyصورت  305 2 رو است زمان به صورت روبه- و نمودار مکان :  
  

هـا چـه    آن.  نقاط برخورد نمودار با محور افقـي را تعيـين کنيـد            )الف
  دهند؟ چيزي را نشان مي

   چه معنايي دارد؟ 1tي به طول  نقطه)ب

  
ي ي سـمت راسـت، لحظـه    و نقطـه 0tي سمت چـپ شـروع پرتـاب    اط برخورد با محور طول، ارتفاع گلوله برابر صفر است؛ نقطه در نق  )الف

  : دهدبازگشت گلوله به سطح زمين را نشان مي

6
0

06503050 2





t

t
tttty )(  

  .  ثانيه به زمين برگشته است6پس گلوله بعد از 

  .   ارتفاع خود رسيده استيشتريندهد كه گلوله به باي را نشان مي لحظه1tي به طول نقطه )ب
  

 ---✨---  
   :يادآوري

cbxaxyنمودار تابع     : با مشخصات زير است»سهمي« هميشه يک 2

    نمودار برايa  ي  نيمم و برا   داراي ميa   سـهمي   »رأس«نـيمم   ي ماکزيمم يا مـي    به نقطه .  داراي ماكزيمم است 
 . شودگفته مي

  
  

 

  خـپاس 

 : صفرهاي تابع

xfy)(در مورد يک تابع مانند  :  
  .برای این تابع گویند» صفر« را یک 0)(xfی هر جواب معادله

  : توجه کنيد
  . هستندها ها نقاط برخورد نمودار با محور طولآن: يعني. اي تابع، عرض نمودار برابر صفر استدر صفره

  

 

 : باشدaاگر  : باشدaاگر 

۳ 
 

  نمودار تابع درجه دو

)(my 

)(st 
1t 0 
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  طولِ رأس
a
b

x 2شودي زير مشخص مي و عرض آن با جايگزيني طول در ضابطه يا از رابطه .  

)( acb
a

y 44
2  

  :توجه کنيد

چون طول رأس 
a
b
2  در نتيجهمحور تقارن نمودار است، از رأسبوده و خط عمودي گذرا ،: 

  

ی خط عمودی به معادله
a
b

x 2کند محور تقارن سهمی را مشخص می.  
  

142در تابع  :مثال✨  xxxy   : موارد زير را پاسخ دهيد )(

  يا ماکزيمم؟ است م نيم تابع داراي مينمودار) الف
  . دست آوريده آن را بسپس عرض و نيمم يا ماکزيممميي طول نقطه) ب
  . ي محور تقارن نمودار را بنويسيدمعادله) پ

  
  : نويسيم را به صورت درجه دوم ميي تابعضابطه )الف

16142142 22  xxyxxxxxxy )(  

  . خواهد بود منفي است، نمودار داراي ماكزيمم 2xچون ضريب 

  :  رأس سهمي است طولي ماكزيمم همانطول نقطه )ب

312
6

2 



)(

x
a
b

x  

  : عرض اين نقطه برابر مقدار ماكزيمم نمودار است

8118913632  )(y 

  . است محور تقارن نمودار 3x بالا، خط هايگفتهطبق  )پ

 ---✨---  

32تابع  :مثال✨  mxxy 1 نسبت به خطxنقطه يا نقاط برخورد منحني با محور طول را بيابيد.  متقارن است .  

  
212محور تقارن به صورت 

mm
x 

)(
  :در نتيجه.  است

212  m
m  

322پس تابع به صورت   xxyبوده و تقاطع نمودار با محور طول :  
  

310130322 ,))((  xxxxx  
 

 ---✨---  

  :توجه داشته باشيد
  

(عرض رأس سهمی 
a4
(بیشترین یا کمترین مقدار عبارت درجه دوم است ،!  

  خـپاس 

  خـپاس 
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 ـ آن يالا است که در بيلي پنجره به شکل مستط  کي :مثال✨ -ي مثلـث متـساو  کي

 ي را طـور لي ابعاد مـستط ،باشدمتر  4  پنجرهطي اگر مح.الاضلاع قرار گرفته است   
  .را داشته باشدحداکثر نوردهي که پنجره يابيد ب

  
   :ي محيطبا استفاده از اندازه

xyyxyxxyx 2
324234    

 

  : هاي يك مستطيل و يك مثلث متساوي الاضلاع استره مجموع مساحتمساحت پنج

xxSxxxxxyS 24
63

4
3

2
324

3 222  )(   

4چون 
63  ،منفي است S كه در رأس!) بيشترين مساحت و نوردهي: يعني( داراي ماكزيمم است :

a
b

x 2دهد رخ مي :  
 

mymx 59041129402
32940

36
4

4
632

2
//)/(/

)(







  

 ---✨---  
   :يادآوري

cbxaxy سهمينمودار وضعيت     : c و a ،bو ارتباط آن با ضرايب   مختصاتدر دستگاه 2
  : واضح است که
  :کند قطع ميcه عرض ها را بy همواره محور سهمي مربوطه

cyx 0  
  0اگرطور دقيقبه. کندها را قطع نمي باشد، نمودار محور طول:  

  0اگرa باشد، نمودار بالاي محور xکندر مي است و فقط از نواحي اول و دوم عبو.  

  0اگرa باشد، نمودار پايين محور xکند است و فقط از نواحي سوم و چهارم عبور مي. 

  
  
  
  
  

 

  0اگرطور دقيقبه. ها مماس است باشد، نمودار بر محور طول:  
  0اگرaار از بالا بر محور  باشد، نمودxشود مماس مي.  

  0اگرa باشد، نمودار از پايين بر محور xشود مماس مي. 

  
  
 
 

  خـپاس 

)( a 
)( 0a

c 
)0

)( a 
)( 0a

c 
)0

)( a 
)( 0a

c 
)0

)( a 
)( 0a

c 
)0

x 

x x 

y 
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  0اگر0ي هاي معادلهريشه(ها را در دو نقطه  باشد، نمودار محور طولy (کندقطع مي . 

  
 
  
  

  :وجه کنيدت

:  را با توجه به طول رأس، يعنيbدر هر حالت، علامت 
a
b
2ها، يعني يا جمع ريشه :

a
bتوان تشخيص داد مي .  

  

cbxaxy صفرهاي تابع درجه دوم  و نشان دهيد اگر ) الف )از کتاب( :مثال✨    :  باشند، در اين صورت2

))((   xxacbxax2 

  . ي سهمي نمودار مقابل را بنويسيدضابطه) ب
  
  

  
  : توان نوشت به آساني مي)الف

cbxax
a
c

x
a
b

xa

xxaxxxaxxa





22

22

)(

))(()())(( 
  

  : ، ضابطه بايد چنين باشدصفرهاي نمودار توجه به با )ب

))(()( 62  xxaxf  
 

),(ي بعلاوه، نقطه   :  روي نمودار است و بنابراين30

324
1624

1
4
1

12
336230

2

1282







xxxfxxxf

aaf

xx

)())(()(

))(()(


   

  

 ---✨---  

  .ي جبري سهمي مقابل را بنويسيد ضابطه) کتابتمرین( :مثال✨

  
  

  
  : توان چنين نوشت است، ضابطه را مي4چون تقاطع سهمي با محور عرض  در

  

42  bxaxy   
 

  يك صفر تابع است2چون عدد  :  

4244220 2  baba )()(   

  خـپاس 

  خـپاس 

)( a 
)( 0a

c 
)0

)( a 
)( 0a

c 
)0

3  

2  6  

3x 

2 

4 
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  3چونxمحور تقارن نمودار است  :  

ab
a
b 632    

2از حل دستگاه 
1a 3 وb432ي سهمي دست آمده و ضابطه به

1 2  xxyاست  .  
  

 ---✨---  

cbxaxyنمودارهاي زير مربوط به توابع به فرم  :مثال✨    . را مشخص کنيد abcهر کدام علامت عدد در .  است2

  
  
  

  
  :كنيمميبررسي هر يك از نمودارها را 

   :نمودار سمت راست
  :با توجه به طول رأس كه منفي است. 0c كه استو همچنين بديهي  0aي نمودار به سمت بالاست و لذا دهانه

0002
0    abcb

a
b a  

   :نمودار وسط
  !)ی شمابررسی جزئیات به عهده(. abc :پس؛ c و a ،b  :شود كهبه طور مشابه ديده مي

   :نمودار سمت چپ
  . abc : است، در نتيجهc چون

 ---✨---  

cbxaxyدر تابع  :مثال✨  رو، علامت تمام مقادير ه با نمودار روب2

a ،b ،c ، ،s و pرا مشخص کنيد  .  
   

  
0: پس. 0c و 0aواضح است كه 

a
c

p .چون طول رأس سهمي مثبت است :  

00202
0   b

a
b

a
b a   

0: در نتيجه
a
b

s .0ي برخورد با محور طول دارد، بالاخره، چون نمودار دو نقطهاست  .  
  

 ---✨---  
   . روش هندسي ممکن است سودمند باشدگاهي حل معادلات به روش جبري دشوار يا حتي غيرممکن است،

  

   :روش هندسي
)()(کنيم به صورت ي داده شده را سعي مييک معادله xgxf ه بنويسيم با اين شرط ک :  

 

  .قابل رسم باشند هسادنسبتاً   g  و fنمودارهاي  

  خـپاس 

  خـپاس 
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  :در اين صورت
  نمودارهايf و gکنيم را در يک دستگاه مختصات رسم مي . 

 ردها را مشخص خواهد کهاي تقريبي معادله و بويژه تعداد جوابنقاط تقاطع نمودارها در صورت وجود، جواب. 

   :حالت خاص
xfy)( نقاط برخورد نمودار ،xf)(0ي هاي معادلهجوابدانيم مي با محور طول  )( 0y هستند.  

  

xxxي معادله )از کتاب( :مثال✨ 22 ||را به روش هندسي حل کنيد  .  

 
)(||: دهيمقرار مي xxf  و xxxg 22 )( . تابعg شودبه صورت مناسب زير نوشته مي :  

  

11112 221  )()( xxxxg   
 

2xyي و عمودي از سهمي  نيز با دو انتقال افقg شناخته شده است و نمودار fنمودار  شود رسم مي :  
  
  
  
  
  

  : بينيد كهمي

 0 و در نتيجه ي برخورد در مبدأ بودهيك نقطهxيك جواب است  . 

 مجهول    طول ايراي برخورد ديگر، د   نقطه a       شود؛ با آزمايش در معادله صدق كرده و در نتيجـه        حدس زده مي   3 است كه در ظاهر عدد

  .  خواهد بود3xجواب دوم 
  

 ---✨---  
  

   .)آورده شده استدر ادامه  ،نموداررسم ، بعد از آشنایی بیشتر با  معادلاتاز حل هندسیهای دیگری نمونه(
  
  

  

  

45 صفرهاي تابع درجه چهارم -١ 24  xxyرا مشخص کنيد .  
  

31 اگر منحني تابع درجه دوم - ٢ 2  xxay ها را با چه طول x متقارن باشد، اين منحني محور 2x نسبت به خط )(
  كند؟ مثبتي قطع مي

  

111اگر عبارت  -٣ 2  xaxa   .  را مشخص کنيدaي  منفي باشد، محدودهxازاي هر مقدار  به)()(
  

xبيشترين مقدار تابع  -٤
x

xf 202
2
)(را بيابيد  .  

  خـپاس 

2  a  
١  

١-  

 )۳ (پاسخ دهيد
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  :هاي زير را بنويسيدي سهميمعادله - ٥
  

  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

  

482نمودار تابع    -٦  xaxy    براي  .  به شکل مقابل استa     چنـد مقـدار 
  صحيح وجود دارد؟

  

  :منتخب کتاب
  

ــهدر شــکل -۱ cbxaxxP ي نمــودار ســهمرو روب   . داده شــده اســت)(2
   . دي و ضابطه آن را مشخص کنxP)(  تابعيصفرها

  
  
  
  
  

  

cbxaxxPموارد زير، نمودار سهمي در  - ۲  ||1 با شرط )(2 aصفرهاي تابع را .  و مختصات رأس هم داده شده است
  . ي تابع را بنويسيددر صورت وجود مشخص کرده و ضابطه

  
  
  
  
  
  

11ي هاي معادلهتعداد و مقدار تقريبي ريشه - ۳ 2  xxx   . دست آوريد را با استفاده از روش هندسي به||
  

 -٤ )الف(

٢ 

 )ب(

٢ 

٤ 

3x 

 )پ(
٢ 

٤ 

 )ت(

١- 

٣ 

 )ث(

١ 

),( 12S 
• 

 )ج(

٢- 

١ 

١- 

),( )الف( 12  • 

),( 33  • 

 )ب(
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22ودار سهمي در شکل مقابل نم 2 mmxxy داده شده است  .
  .) رأس سهمي استA(.  را تعيين کنيدmمقدار 

  
  
  
  
  

A 

  )ويژه علاقمندان( چالش
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ي معادلـه «يـک    باشـد را     )ايت کسري با صورت و مخرج چندجملـه       عبار: يعني(هاي گويا،   اي که بر حسب عبارت    معادله

  : مانند.  گوئيم»گويا

4
12

42 


 xxxx

x 

  :باشندقابل قبول توانند جوابي در دامنه ميموجود ي فقط عددها، چنين معادلاتي بعد از حل
  
  
  
  
  
 

  : توجه کنيد
  .  شودبرداشته ها از هاي تمام آنچند کسر گويا داشته باشيم، بايد ريشهمعادله اگر در يک 

  مونه؛ براي ن

2ي ي معادلهدامنه
31

22 


 xxxx

x مکنيمي را مشخص .  

  : هاي هر سه مخرجريشه

202  xx         0         وx         و         
2
0

022





x

x
xx 

  : پس دامنه برابر است با
},,{ 220 D  

  

  
   :مستطيل طلايي

  : داشته باشيمw و عرض lاگر در يک مستطيل به طول 

        !)نسبت طول به عرض برابر نصف نسبت محیط به طول است(
l
wl

w
l  

  . » نسبت طلايي برقرار است،در مستطيل «يا»  طلايي است،مستطيل«: گوئيم
  

طول و عرض .  متر و در آن نسبت طلايي برقرار است144در يک سالن ورزشي مستطيل شکل، محيط برابر  )از کتاب( :مثال✨

  . سالن را مشخص کنيد

  
722: بايد داشته باشيم

144  wl و در نتيجه :lw    : چون مستطيل طلايي است.  است72

  خـپاس 

 : دامنه

  : رج استهاي مخگويا، دامنه شامل تمام عددهاي حقيقي، به جز ريشه در يک عبارت
  

  D}های مخرجریشه{
  

 

۴ 
 

  معادلات گويا و اصم
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0727272
72

72
72

22 





ll
ll

l
l

ll
l

l  

222: به روش دلتا 725721472    :و در نتيجهبوده  ))((
 

536362
57272

12
72572 2


)(

l  

  : مثبت و قابل قبول بوده و در نتيجه53636l  جوابفقط

536108536367272  )(lw  
 
  

 ---✨---  
  

  
  
  
  
  
  
  

   :توجه کنيد
  .ها را صفر نکندهيچ کدام از آنها، تمام مخرجبراي قابل قبول بودن يک جواب، کافي است جايگذاري آن در 

  

ي در معادله :مثال✨
x

x

xx

xx
x
x 1

2
22

2
1

2

2 




را بيابيدها  ريشه .  

  
)(چون  222  xxxxنويسيمطبق روش بالا مي. ها استم مخرج.م.ن عبارت ك، همي:  

242222

12
2

2222
12

2222

2

2










xxxxxxxxx

x
x

xx
xx

xx
xx

x
x

xx )()()(
  

 
 

  .شود پذيرفته مي2قابل قبل نيست و فقط ، كند مخرج كسر سمت چپ را صفر مي2 عدد چون
  

 ---✨---  
   :توجه کنيد

100 درصدي، يعني نسبت جرم نمک به جرم آب برابر 5محلول آب نمک منظور از 
  !  است5

  

. شوند درصدي نگهداري مي7هاي آب نمک شور در محلولهاي آبهاي تزئيني، ماهيي ماهيدر يک مغازه   )از کتـاب( :مثال✨

در دسـترس   کيلوگرم نمک 5فرض کنيم فقط .  درصدي ساخته است 4وگرم محلول آب نمک      کيل 200يک کارگر مبتدي    
در اين شرايط، او بايد چند کيلوگرم از محلول را تبخير کند تا به محلـول                . باشد و کارگر ناچار است همان را به محلول بيفزايد         

   درصدي برسد؟7

  خـپاس 

 : معادلات گوياحل

  : شوددر حالت کلي، طبق مراحل زير عمل مي
 كنيم ادله ضرب ميها را تعيين كرده و سپس آن را در دو طرف معم آن.م.ها، كي مخرجبا تجزيه .  
 كنيم آيد را حل مي دست ميهاي كه ب عبارت حاصل را ساده كرده و معادله .  
 هايي مورد قبول هستند كه در دامنه قرار داشته باشند فقط جواب. 
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8200100      )کيلوگرم(                                                  :  در محلول ساخته شده موجودمقدار نمكِ

4   

1358 كيلوگرم نمك موجود،     5با اضافه كردن      اگـر لازم باشـد   .  كيلـوگرم محلـول وجـود خواهـد داشـت     205م نمـك در      كيلوگرx 

100:  كيلوگرم خواهد شد و بايد داشته باشيمx205كيلوگرم از آب تبخير شود، مقدار محلول 
7

205
13 
 x

  :حل معادله. 

29197      )کيلوگرم(
1351351300143577205710013 / xxx   

  

 ---✨---  
   :توجه کنيد

 ساعت انجام داد، در هر ساعت xوقتي بتوان يک کار را در 
x
  !  از آن کار انجام خواهد شد1

  

کـه  با فرض ايـن . ن يک زمين فوتبال را کوتاه کنند    ساعت چم  4توانند در   زني با هم کار کنند، مي     اگر دو ماشين چمن    :مثال✨

  توانند اين کار را انجام دهند؟ها به تنهايي در چند ساعت ميها دو برابر ديگري باشد، هر يک از آنسرعت کار يکي از آن

  
  : پس.  باشد)۲(تر از ماشين  دو برابر سريع)۱(فرض كنيد ماشين 

  . دهد ساعت كل كار را انجام ميx2 در )۲( ساعت كل كار را انجام دهد، ماشين x در )۱(ن اگر ماشي
 

  : اكنون اگر هر ماشين تنهايي يك ساعت كار كند، طبق اطلاعات بالا

ي  اندازه)۱(ماشين 
x
ي  اندازه)۲( از كل كار و ماشين 1

x2
  .  از كل كار را انجام خواهد داد1

پس اگر هر دو ماشين يك ساعت با هم كار كنند، 
xx 2
11 4شود كه طبق فرض سؤال برابر  از كار انجام مي

  :  از آن است1

1226244
1

2
11 4   xxx
xx

x ,  
  

 ---✨---  
  :براي حل سريع مورد نياز استگاهي  نسبتاً قوي و سؤالاتبرخي مطلب بعدي در 

  

   :جمع با معکوس

ورد عبارت در م
a

a
1،يعني  :  

 

  »مجموع يک عبارت با معکوس خود«
  :مطلب مهم زير وجود دارنددو 

  اگرa 21 مثبت باشد، همواره داريم 
a

a .علاوهبه : 

21تساوی  
a

a1دهد که  فقط وقتی رخ میaباشد .  

  خـپاس 

  خـپاس 
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  اگرa 21 منفي باشد، همواره داريم 
a

a .علاوهبه : 

21تساوی  
a

a1دهد که  فقط وقتی رخ میaباشد .  
  

ي معادله :مثال✨
2
12212

2
2

2







x

x
x

x را حل کنيد .  

  
  :وريدي قبل را به ياد آ، نكتهعبارت در يك  همي دو عبارت معكوسبه محض مشاهده

 

112
22

2
12

12
2

2
12212

2 2

2

2

2

2

















x
x

x

x
x

x

x

x
x

x  

  :دهيمي جديد را با طرفين وسطين جواب ميمعادله

3132122 22 , xxxxx   
 

  .ي هيچ مخرجي از معادله نبوده و هر دو قابل قبول هستنددست آمده ريشهههاي بجواب
  

 ---✨---  
  : را ببينيمهاي زير نمونه مانند )راديکالي(اصم  روش حل معادلات اکنون

 

xx  112     يا     22  xx  
  

   :ي جوابدامنه
  : دست آمده قبول شودهد تا جواب بنصم، بايد دو شرط برقرار باشي ادر يک معادله

  . ها منفي نشود هيچ کدام از راديکالداخل :اولاً
  . عبارت منفي برابر شوديک  با بايدنبه تنهايي راديکال نيز هر  :ثانياً
  

  : اي ببينيدنمونه
  

1122ي ي جواب معادلهدامنه :مثال✨  xx کنيد را مشخص .  

  
  :  بايد داشته باشيم:اولاً

2
1012  xx 

xx:  اگر راديكال را تنها كنيم:ثانياً 2112 اكنون بايد سمت راست هم منفي نشود ،:  

2
1021  xx  

2}{: ي جواب معادله استاشتراك دو شرط بالا برابر دامنه
1D.  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 
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  :کردبدون تعيين دامنه و به روش زير حل توان را ميمعادلات اصم 
  
  
  
  
  
  

  
   :توجه کنيد

  . کندآن را در معادله قرار داده و بايد صدق  ،براي قابل قبول بودن يک جواب
 

1122ي معادله :مثال✨  xx کنيدحل  را    .  

  
22                          : نويسيمطبق روش بالا مي 4411221122112 xxxxxxx  )(  

0264معادله به صورت  2  xxشود مرتب شده و در نتيجه طبق روش تجزيه حل مي :  

1022
2
10120221202232 2




xx

xxxxxx ))(()()( 

  : كنيمها را در معادله آزمايش ميجواب

11112    :قابل قبول
122

122
1  )()(:x  

131112121    :غيرقابل قبول  )()(:x 

2پس فقط يك جواب 
1xمورد قبول خواهد بود  .  

 ---✨---  
  )روش دوم (:حل مثال قبل

xxمعادله را به صورت  2112 نوشته و لازم است زير راديکال و همچنين سمت راست نامنفي باشند  :  

2
1021  xx      2     و

1012  xx 

2پس فقط عدد 
  : شوددر معادله، باعث پذيرش آن ميصدق کردن تواند جواب اين معادله باشد که  مي1

11112
122

12  )()(  

  

02ي معادله :مثال✨  xxxرا حل کنيد     .  

  
  : چون دو عبارت راديكالي داريم، يكي را در سمت چپ و ديگري را به سمت راست برده و مانند قبل

  خـپاس 

  خـپاس 

   : معادلات اصمحل
  : طبق دستورات زير عمل کنيد

 کنيمها را به طرف ديگر تساوي منتقل ميعبارت راديکالي را به يک طرف و ساير عبارت  .  

 دو طرف را به توان رسانده تا راديکال حذف شود . 

 كنيم ها را مشخص ميي حاصل را حل کرده و جوابمعادله .  
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2
0

02222





x

x
xxxxxxxx  

  : بينيد كه هر دو قابل قبول هستندها ميبا آزمايش جواب

0000000    قابل قبول 2  :x  

02202222    قابل قبول 2  )()(:x  
  

 ---✨---  
  :اي در معادلاتحالت ويژه

  

   :مجموع عبارات نامنفي
با هم جمـع شـده و حاصـل      ) مجذور يا قدرمطلق عبارات   راديکال،  عبارات نامنفي مانند    چند  : در حالت کلي  (گاهي چند راديکال    

  : در اين صورت. برابر صفر است
  

  .صفر کندا همزمان جمع ر تمام عباراتفقط عددی به عنوان جواب قبول است که 
  

  : اي ببينيدنمونه
  

01211ي معادله :مثال✨ 2  xxxرا حل کنيد     .  

  
  : داريمفقط يك ريشه در اولين راديكال 

101  xx  
  :شودميقبول  صفر كند، به عنوان جواب ها راي راديكال همه1بنابراين فقط در صورتي كه عدد 

12 عبارت 1xعدد  x را صفر کرده ولي x1کند را صفر نمي .  
  . پس معادله هيچ جوابي ندارد 

 ---✨---  

02242ي معادله )از کتاب( :مثال✨  xxدي آن بحث کنيهار مورد قابل قبول بودن جواب سپس د؛دي را حل کن. 

  ؟دي برسجهي نتني به اديتوانستيمنيز  بدون حل ايآ

  
  : طبق روش معمول حل معادلات

202

044244224
2

222





xx

xxxxxx

)(

)(   

  : توجه کنيد
 كه چون راديكـال اول  بوده 2xي داخل راديكال دوم ريشه(: طبق مطلب قبل، جواب معادله بدون استفاده از روش بالا نيز قابل تعيين است  

  .)خواهد بودكند، اين جواب قابل قبول را هم صفر مي
  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 
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3424ي هاي معادله اگر يکي از جواب- ١
6 







x
x

k
x باشد، جواب ديگر را بيابيد4 برابر  .  

  

 معادلات  اگر- ۲
xxxx

x

2
21

2
2

2 



 و kx

x
k 


62
 .  را بيابيدk جواب مشترک داشته باشند، مقدار 2

 

  : هاي زير را حل کنيدهر يک از معادله - ٣
1122  )الف  xx  

2444 )ب  xxx  
  

5434ي ههاي حقيقي معادلضرب ريشهحاصل -٤ 22  xxxxدست آوريد را به .  

  

 خـود را در هـوا و   ري از مـس   يخشها، ب هي شکار ما  ي برا يياي در يها  معمولاً مرغ  -٥
 ـ مرغ درکي .کنند ي مي را به موازات سطح آب ط      يبخش  بـه  Aي  در نقطـه يياي

 کـه   ي آب از ماه   ي مرغ رو  ري تصو يفاصله. ار دارد  متر از سطح آب قر     6 ارتفاع
 Bي  بـه نقطـه  Aي غ ابتدا از نقطـه مر.  متر است12،   قرار دارد  Cي  در نقطه 

اگر مرغ . کند ي را شکار مي و ماهرود ي مC  بهB  سپس در سطح آب از،ديآ يم
  هر متر در سطح آب  ي ط ي و برا  ي کالر لوي ک 14  هر متر در هوا    ي ط ي برا ييايدر
 باشـد  C از يا در چه فاصلهبايد  Bي   نقطه ، مصرف کند  ي انرژ ي کالر لوي ک 10

  ؟ مصرف کندي انرژيلوکالري ک180  همي روييايتا مرغ در
 

  :منتخب کتاب

  : معادلات زير را حل کنيد - ۱

2) الف
32

2 
 pp
p                        ب       (x

x

x 

 1
1
1                

) پ
2

12
2

5



 xx

4133)                        ت  xx  
  

م  ساعت انجا18اگر هر دو ماشين اين کار را در . دهد انجام ميB ساعت زودتر از ماشين 15 کاري را به تنهايي Aماشين  - ۲
  ها لازم است تا آن کار را به تنهايي انجام دهند؟ دهند، چه زماني براي هر کدام از ماشين

  

 ـ        ي کشت کي . است لومتري ک 144،  اند   واقع شده  يا   دو شهر که در کنار رودخانه      نيفاصله ب  -۳  و  رود ي از شهر اول به شـهر دوم م
 کـه سـرعت     ي در صورت  .باشد ي ساعت م  17 مدت زمان سفر در مجموع    . گردد ي را برم  ري مس ني هم ،پس از دو ساعت توقف    

 سـرعت حرکـت   ، آب باشـد  اني از سرعت آن در خلاف جر      شتري در ساعت ب   لومتري ک 8  آب اني جر ري در مس  يحرکت کشت 
   . دي کننيي را در جهت حرکت آب تعيکشت

  

 )۴ (پاسخ دهيد
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016172:  داريمaت براي عدد مثب  aaa . مقدارaa را حساب کنيد  .  

  

  )ويژه علاقمندان( چالش
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 ـمودارها، حل معادلات و نامعادلاتنتوابع و  در مباحث گوناگون رياضي، از جمله       قدر مطلق و خواص آن     مفهوم -ه بسيار ب
   .کنيم ميرت دقيق معرفيامه به صو را در ادمفهوماين . دروکار مي

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  :طبق نمودار بالاقدرمطلق  ايبيان دوضابطه









0
0

xx

xx
x ||  

  

  . تاثیری نداردمقادیر و روی سایر منفی را قرینه کرده یا عبارت قدر مطلق، عدد
   ؛نمونهراي ب

4134234چون عدد  /منفي است، پس  :  

423234234  )(||  
  

  ٤٠٣١ خرداد نهايي؛

  . است. . . . . . . . با نماد قدرمطلق به صورت » . است7 برابر 3 و xي بين فاصله«نمايش عبارت 

|| به صورت 3 و xي فاصله :جواب 3x 73 و جواب مورد نظر  || xاست  .  
  

  .  ساده کنيدهاي زير راعبارت :مثال✨

223) الف   

||||) ب baaab 32445 42  با شرط ba  .  

  
22312: كه با اطلاع از اين)الف 2    : چه گفتيم است، طبق آن)(

121212223
0

2 


||)(   

2 :عبارت راديكالي )ب

0

22242 22244 aaaaa 


||)(  . ،داده شدهطبق شرطبعلاوه  ،b5  و مثبتba 32  

 : حاصل عبارت. منفي است

  خـپاس 

 : قدر مطلق

|  را باx قدرمطلق يك عدد حقيقي |xي نقطهي فاصلهبااست برابر  و آندهيم  نشان ميxتا مبدأ مختصات  
  :روي محور اعداد

 
  

 
x y  

|| x  
 

|| y  

  

۵ 
 

  قدرمطلق و خواص
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7243225 22  aabbaab )(  
  

 ---✨---  
   .درمطلقي در مباحث گوناگون کاربردهاي زيادي داردرسم نمودارهاي ق

 

||نمودار تابع رسم  :يادآوري xy  :  
 

 هايضابطهطبق 








0
0

xx

xx
x xy خط ،x، براي ||  و براي x، بايد خط xy رسم شود  .  

  
 

  
 

  
  

12نمودار تابع  :مثال✨  || xyرا به روش انتقال رسم کنيد  .   

  
||اي با شروع از نمودار رسم دو مرحله xy  ،هاي گفته شدهطبق روش:  

 

۱( || 2 xy) 12 )۲)          تدو واحد انتقال به راس  || xy) یک واحد انتقال به پایین (  
 

  

  

  

  
  

 ---✨---  
  : توجه کنيد

  : شود مانند زير انجام مي، با توجه به علامت عبارت داخل قدر،ايتبديل ضابطه قدرمطلقي به چندضابطه )۱























2
112
2
112

12
01212
01212

12
xx

xx
x

xx

xx
xy ||

)(
||  

هـا را حـذف کـرده و      ، قـدرمطلق  مورد بالا  مانند   xي  توانيد با تقسيم محدوده    مي  داراي چند قدر مطلق باشد،     وقتي ضابطه  )۲
  . نمودار را رسم کنيد

  

||||نمودار تابع  :مثال✨ xxy     .  را رسم کنيد2

  
  

  : شوندها ساده ميها باشد، قدرمطلق قبل يا بعد از ريشهxكه با توجه به اين.  هستند0 و 2هاي داخل قدرها ريشه



























022
022
222

02
022
22

2
xx

x

xx

y

xxx

xxx

xxx

xxy

)()(

)()(

)()(

||||  

  خـپاس 

  خـپاس 

١ ١-  

١   
 

  

   

 

x 

y 

101 

111  

١   
 ١     ٢     ٣    

 

١     ٢     ٣ 

١- 
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  : شوداي به آساني رسم مياكنون نمودار چند ضابطه

  

  

  

  

  
  

 ---✨---  
   !بد نيست بدانيم

   : ببينيد؛وجود داردهم تري روش کوتاهقبل، ي توابعي مانند نمونهرسم براي 
 

   : سريعرسم

  : و موارد مشابه مانند»آبشار« يا »گلدان«براي رسم توابع 
 

|||| dcxbaxy         و         dcxbaxy  || 
 

  :چنين عمل کنيد
 

 ها را تعيين کنيدهاي داخل قدرمطلقريشه.  
 ترين ريشه در نظر بگيريد ريشه و يک عدد بعد از بزرگترينيک عدد قبل از کوچک.  
 ي قبل مشخص کنيدها و نقاط مرحلهمقدار تابع را در ريشه.  
 هايي به هم اتصال دهيداين نقاط را در دستگاه مختصات مشخص کرده و به طور متوالي توسط پاره خط.   

  

  براي نمونه؛ 
||||نمودار تابع رسم  xxy    . دهيمسريع هم انجام ميرا به روش بندي انجام داديم بالاتر با ضابطهکه  2

    : هاتعيين ريشه
 

2022  xxx :|| 0xx       و   :||  
 

اتصال نقاط، نمودار رسم  و يک عدد بعد از صفر در جدول مقادير قرار داده و از 2اين دو ريشه را به همراه يک عدد قبل از        
  :شودمي
  
  
  

  
  
  

  

521ي هاي معادلهبه روش هندسي، تعداد جواب :مثال✨  |||| xx را مشخص کنيد.   

  
   ي قبلي؛به روش نمونه

||||نمودار  21  xxy5 خط  همچنين وyها را معلوم كندها تعداد جواب برخوردهاي آن را رسم كرده تا.  

  خـپاس 

  

   

 

x 

y 

123   

4224  

٢ 

٢- 

٢ 

٢- 

٤ 

٣ ١- 
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  . چون نمودارها برخوردي ندارند، معادله هيچ جوابي ندارد
  

 ---✨---  
  :هاي قدرمطلقويژگي

 

 0: بديهي است که|| xاست  . 

 همواره داريم :|||| xx کردتوان قرينه ، يعني داخل قدرمطلق را مي . 

  : در نتيجه

||||هاي تساوي yxyx  و |||| xyyx همواره برقرار هستند  .  

  براي هرxداريم : || xx 2،  وليxx 2)(  که البته در عبارت دوم استxباشدتواند منفي  نمي . 

 : بعلاوه

22هاي تساوي yx 22 و yx   و|||| yx   شود و از هر سه نتيجه ميبودهمعادل : 

xy   
 براي هر n زوج داريم  :nnn xxx  222:  بويژه.|||| xxx  ||||. 

 

22: نمونهراي ب 1212 )(||  xx .پس :  
  .توان قدر را به پرانتز تبديل کرددر قدرمطلق با توان زوج، مي

  

  .  عددهاي حقيقي دلخواه باشندy و xفرض کنيد  )از کتاب( :مثال✨

||ي با استفاده از رابطه) الف xx 2نشان دهيد  :|||||| yxxy .  

: ي قبل ثابت کنيد و استفاده از مرحلهyبا فرض ) ب
||
||

y
x

y
x . 

  
  : توان نوشتبه آساني مي )الف

||||)(|| yxyxyxxyxy  22222   
 

  : توان نوشتمطلق ميبا استفاده از خاصيت ضربيِ قدر )ب

||
||

||
||||

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x  111   

  

 ---✨---  

  خـپاس 

  

   

 

x 

y 

2123   

3333   

٣ 

٢- 

٣- 

١ 

٥ 
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  :عادلات ويژهنام
  )0a (:ها و حل نامعادلات کاربرد فراوان دارنددو خاصيت زير در تبديل نامساوي

  نامساويax || معادل اين است كه axa  . 

  نامساويax || معادل اين است كه ax  يا ax .  
  . ها را خواهند داشتها نيز همين علامتباشند، جواب» «يا » «ها به صورت که علامتدر صورتي

  براي نمونه؛ 
||2مقادير قابل قبول در نامساوي       x    22، دقيقاً عددهاي  x توانيد از نمايش روي محور     براي درک بهتر، مي   . ( هستند

  : همچنين.) کمک بگيريد
3x   يا    xx  33||  

  

 )؟خواهد شدچگونه و حالت بالا د صفر يا منفي باشد، وضعيت a  عدد اگر:سؤال(

  

  :  موارد زير را نشان دهيدy و xبراي عددهاي حقيقي  :مثال✨
|||| )الف xxx   

||||||||با توجه به قسمت قبل نشان دهيد  )ب yxyxyx و سپس نتيجه بگيريد که :  

|||||| yxyx   
  . گويند» نامساوي مثلث«نامساوي بالا را 

  :  از قسمت قبل نتيجه بگيريد که همواره)پ

|||||| yxyx   

  
||چون .  را در نظر بگيريد0xابتدا حالت  )الف xx  و || xاست، بنابراين نامساوي  منفي |||| xxx اگر .  برقرار است

0x ،باشد xمثبت است و بنابراين  :  

|||||||||||| )( xxxxxxxxx     
  : كافي است از قسمت قبل كمك بگيريم )ب

  ||||||||

||||||||
||||

||||

yxyxyx

yxyxyx
yyy

xxx









 

 

yxاكنون چون   بين |||| yx ي قبلاش قرار دارد، طبق نكته و قرينه :  

|||||| yxyx   
  : نويسيمطبق قسمت قبل مي )پ

|||||||||)(||| yxyxyxyx   
  

 ---✨---  
   :حل معادلات

axها به صورت معمولاً معادلات قدرمطلقي با تبديل آن ||شوند حل ميهاي زير طبق حالت :  
  اگرaي نمونه، معادلهراي ب.  منفي باشد، معادله بدون جواب است2|| x : 

 

  خـپاس 
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22    بدون جواب  |||| xx  

  اگرaي مثبت باشد، طبق قاعده: axax ||شوندمشخص ميها در دو حالت ، جواب . 

ي نمونه، معادلهراي ب 12 || x : 

    دو جواب
312

112
1212





xx

xx
xx ||||   

  در حالت خاصa،فقط يک جواب داريم  :  xx ي نمونه، معادلهراي ب. || || x2: 
 

222    يک جواب  xxx ||  
  

 ١٤٠٢نهايي؛ خرداد 

21ي معادله  |||| xرا به روش جبري حل کنيد  .  

  
||21دو حالت  x 21 و || xبررسي هر دو. تواند رخ دهد مي :  

    

121       )غیر ممکن(  |||| xx  

 
3
3

321





x

x
xx ||||  

 ---✨---  

062ي معادله :مثال✨  || xxرا حل کنيد  .  

  
txبا تبديل  || 222 و توجه به خاصيت xxt  || ،شود به درجه دو تبديل ميمعادله :  

 

22
33

2362





tt

tt
tttt




 ))((  

txي در تساواكنون جايگذاري  || مقادير  و تعيينx :  

22)بدون جواب(  || xt       و      
3
3

33





x

x
xt ||  

  . پس معادله داراي دو جواب است

 ---✨---  
   :تذکر

بـراي  . (هاي دقيـق را تعيـين کـرد       جواب،  x گوناگونهاي  توان با تعيين محدوده   معادله داراي چندين قدرمطلق باشد، مي     اگر  
  ).ها، معمولاً روش هندسي بهتر استتعداد جوابفقط تعيين 

 

521ي معادله :مثال✨  |||| xx ؟ چند جواب دارد  

  
  :  هستند، سه حالت خواهيم داشت1 و 2هاي داخل قدرها كه با توجه به ريشه

 

 3625212  xxxxx )()(:    )۱( 

5352112      غيرممکن  )()(: xxx   )۲( 

  پاسـخ 

  خـپاس 

  خـپاس 
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2425211  xxxxx )()(:   )۳( 

  . شود جواب حاصل ميدوپس در كل 
  

 ---✨---  
   :حالت خاص

||||در تساوي طبق مفهوم قدرمطلق،  ba  ،فقط دو حالت ممکن است :  
)a و bبرابر باشند (. ba       يا     )a و b باشندقرینه (.  ba  

  : استدليل به روش ديگري هم قابل بيان 

baba

baba

bababababa ba






  

0
0

002222 22
))((||||||||

  

 

  . حل معادلات قدرمطلقي ببينيداز  ديگر ينمونهچند 
  

||||ي معادله :مثال✨ 321  xxرا به دو روش زير حل کنيد  .  

  .                               با استفاده از خواص قدرمطلق) الف
  .به توان رساني دو طرف معادله) ب

  
baba: ( طبق خاصيت)الف    : نويسيممي) ||||

4321
3
2321321




xxx

xxxxx )(  

  : شودو طرف معادله به توان دو رسيده و قدر حذف مي د)ب
 

 

3
2023

40123
0231230243103

0810396441321
23

22222











xx

xx

xxxx

xxxxxxxx

))(()()(

)()(

  

  

 ---✨---  

xxي قدرمطلقي معادله )از کتاب( :مثال✨ 341    :ل کنيد را به دو روش ح||

                               تعريف قدرمطلق      ) الف
 توان رساني) ب

  
  : كنيممعادله را با تفكيك به اين دو حالت حل مي.  نامنفي است1x منفي و براي 1x براي 1xعبارت  )الف

2
3143341  xxxxx )(    :1x   

 

   .) قرار ندارد1xجواب قبول نيست، چون در محدوده (

  خـپاس 

  خـپاس 
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4            )جواب قبول است(
5143341  xxxxx    :1x   

3: (با شرط منفي نبودن سمت راست )ب
4034  xx ( 2دو طرف معادله به توان :  

4
6
4
5

064540304114

0152289241612341

22

22222










x

x
xxxx

xxxxxxxx

))(()()(

)(||

  

2514فقط 
5

/x 313 در شرط
4

/xصدق كرده و قابل قبول است  .  
  

 ---✨---  
|)(|رسم نمودار در پايان اين بخش،  xf نمودار  توسط)(xfرا خواهيم ديد   .  

  

xfy)(نمودار تابع  :مثال✨ رو داده شده استه به صورت روب .  

  
  
  

xfy)(نمودار ) الف را رسم کرده و روش رسم را توصيف کنيد  .  
|)(|توان روشي براي رسم نمودار مي) الف(چگونه با توجه به قسمت ) ب xfy بيان کرد؟   

  
  : پس. شوند نقش عرض نقاط نمودار را دارد، با قرينه شدن آن، نقاط نسبت به محور طول قرينه ميxf)( چون )الف

  

xfy)(برای رسم   باید نمودار ،fل قرینه گردد نسبت به محور طو .  
  : نتيجه چنين است

  

  

  

  

  

  

|)(|كند؛ پس تاثير قدرمطلق در دانيم قدرمطلق فقط عددهاي منفي را قرينه مي مي)ب xfچنين است  :  

  . ه نسبت به محور طولقرين:  تبديل خواهد کرد، يعنيxf)( منفي باشد، قدرمطلق آن را به xf)(هر جا 
  : بنابراين

|)(|براي رسم نمودار  xfy كنيم، دو مورد را رعايت مي :  

 هایی از نمودار قسمت)(xfد که زیر محور عرض قرار دار) 0: یعنی)(xf(شود، نسبت به محور طول قرینه می . 
 های نمودار سایر قسمت)(xf در رسم نمودار ،|)(| xfماند بدون تغییر باقی می . 

  خـپاس 
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  :   در اين مثال

  

  

  

  

  

  
 

  

 ---✨---  
  هايي ديگر؛نمونه
 تقريبينمودارهاي  || 1 xy و || xy 2بينيد را در شکل مقابل مي.   

  : توجه کنيد

||||ي ارها، معادلهطبق نمود 12  xxداراي دو جواب مثبت و منفي است  .  
  

  رسم نمودار|||| 2 xy بينيد مرحله ميطي سه را در :  
  
  
  
  
  

  

kxي معادله :مثال✨  ||||   .  را تعيين کنيدkحدود .  بيش از دو جواب دارد1

  
||||نمودار تابع  1 xyهاي افقي  را مشابه بالا رسم كرده و همچنين خطky گيريم را در نظر مي  :  

  

 
 
 
 
  

    

ky وقتی قبول است که خط افقی kمقدار  ر بیشتر از دو نقطه قطع کند نمودار تابع را د .  
  

),[فقط براي  10k نقطه است2 تعداد برخوردها بيشتر از  .  
  

 ---✨---  

  خـپاس 

|)(| xfy 

 

١- 

|| 1 xy 
|| xy 2 

١ 

|| xy  2 || xy |||| 2 xy 

  

|| xy  ١ ١-  

١ 

١ ١-  
١-  

1 || xy 

١ ١-  

١ 

|||| 1 xy 

ky  

ky  
  
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13ي معادله - ١
2 



|| x
xرا حل کنيد   .  

  

  : به روش هندسي - ٢

341ي معادله) الف 2  xxx   .  را حل کنيد||

22ي نامعادله) ب
12  xx   . را حل کنيد||

  

)(|||| نمودار تابع - ۳ 3 xxf2ي  را رسم کرده و به کمک آن معادله)(xfرا حل کنيد  .) ١٤٠٢نهايي؛ خرداد(  
  

)(||در مورد تابع  - ٤ xxxf 22  :  
  . نمودار تابع را رسم کنيد) الف
  . ها را به روش جبري تعيين کنيد را به روش هندسي و سپس جوابxf)(2ي هاي معادلهبتدا تعداد جوابا) ب

 

  :منتخب کتاب

11ي هاي معادلهتعداد و مقدار تقريبي ريشه - ۱ 2  xxx   .  را به روش هندسي مشخص کنيد||
  

)(|| ابعو تيبا استفاده از تعيين علامت، ضابطه - ۲ xxxf و  ||)( 12  xxgرا بدون قدرمطلق بنويسيد  . 
  

ايـن محـور    يرو 3 و 1 يهـا  ها از دو نقطه به طـول  آنيها   وجود دارد که مجموع فاصله     يها چه نقاط     محور طول  يبر رو  -۳
   ؟  باشد6 برابر

  

12122ي معادله - ۴  xxxرا حل کنيد   .  
  

  .  را به روش هندسي و جبري حل کنيد3yدست آمده به ازاي هاي بهنمودار توابع زير را رسم کنيد و سپس معادله - ۵

) الف
|| x

x
xy                                  ب       (xxy 62   

  

)(||||نمودار  - ۶ 2 xxf1ي  را رسم کنيد و سپس معادله)(xfرا به روش هندسي و جبري حل کنيد  .  

  

  

||||||ي چند عدد صحيح منفي در مجموعه جواب معادله 49253 22  xxxxx ؟ ندارند قرار  

  

  )ويژه علاقمندان( لشچا

 )۵ (پاسخ دهيد
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کار خواهنـد  هها که در مباحث درسي بعدي فراوان ب     خطمعادلات  در مورد مختصات نقاط و       ضروري   لبمطا،  بخشدر اين   
    . ببينيمرفت، را مي

  

  
  
  
  
  

  .)شودی فیثاغورس به آسانی بیان می و استفاده از رابطهدستگاه با نمایش نقاط در  این رابطهدلیل(
 

  :     خاصهايحالت
  

 21ه باشند، يعني اگر دو نقطه طول برابر داشت xx آنگاه ،  : 

||)( 12
2

12 yyyyAB        
 

  21اگر دو نقطه عرض برابر داشته باشند، يعني yy آنگاه ،   : 

||)( 12
2

12 xxxxAB  

 ي ي نقطهفاصلهAگردد تا مبدأ سريع محاسبه مي: 

2
1

2
1

2
1

2
1 00 yxyxOA  )()(       

  

),(ي  نشان دهيد نقطه   ) کتابمشابه( :مثال✨ 55 M    خط   روي عمود منصف پارهAB  با نقاط ),( 12A و ),( 43B  قـرار 

 . دارد

  
  : كنيم ميي زير استفادهاز خاصيت شناخته شده

  . خط یکسان باشدی آن تا دو سر پارهخط است هرگاه فاصلهنقطه روی عمود منصف یک پاره
MBMAپس كافي است  باشد  :  

8536495152 22  )()(MA  

858145453 22  )()(MB 
    

 ---✨---  

),(هاي س رأ باABCمثلث  :مثال✨ 21A، ),( 12 Bو  ),( 11 Cداده شده است  .  

                    هاي برابر دارد؟ آيا مثلث ضلع) الف
  الزاويه است؟ آيا مثلث قائم) ب

  

  پاسـخ 

  خـپاس 

۶ 
 

  هندسه تحليلي

  : ي نقاطفاصله

),(اگر نقاط  11 yxA و ),( 22 yxBها برابر است باي آن در صفحه داده شوند، فاصله :  
  

2
12

2
12 )()( yyxxAB  
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  :كنيمطول سه ضلع را تعيين مي )الف

10912112 22  )()(AB  

13942111 22  )()(AC  

3091121 22  )()(BC  
  . ها نابرابرندضلع: پس

  :تر وتر باشدشود؛ بايد ضلع بزرگي فيثاغورس بررسي ميالزاويه بودن مثلث، طبق رابطهقائم )ب

19910310 22  1313       و      )()( 2 )(  
1913چون  الزاويه هم نيستم، در نتيجه مثلث قائ.  

  

 ---✨---  

),(اگر  :مثال✨ 44A و ),( 11B را حساب کنيد دو رأس متقابل يك مربع باشند، مساحت مربع .  

  
  : ي دو رأس متقابل، همان طول قطر مربع استفاصله

18991414 22  )()(d  
2adي  در مربع، هميشه رابطهa و ضلع d قطر بين: دانيممي وجود دارد و در نتيجه  :  

92
18

2
18

2
2  aS

d
a  

  

 ---✨---  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

),( اگر :مثال✨ 54Aو  ),( 12Bي نه، طول مياOMدر مثلث  OABرا حساب کنيد   .  

  
  : است و بنابراين مختصات آن عبارت است ازAB وسط ضلع Mي نقطه

),(, 3332
5132

42
Myx MM   

  :برابر است با) يعني مبدأ (Oي  از نقطهMي  همان فاصلهOMي در نتيجه طول ميانه
 

23291833 22 OM  

  خـپاس 

  خـپاس 

  : خطوسط پاره

),(اگر نقاط  11 yxA و ),( 22 yxBها ي وسط آن داده شوند، مختصات نقطهMچنين است  :  
  

2

2

21

21

yy
y

xx
x

yxM

M

M

MM







:),( 
 

 
 A 

B 
M 

A  

B  

a  

d  
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 ---✨---  
  . شودهايي از نقاط در صفحه آورده ميدر دو مثال بعد، خاصيت

  

),(ي ي نقطهقرينه) الف :مثال✨ 21Eي  نقطه نسبت به),( 41M  مشخص کنيدرا .  

),(ي ي نقطهقرينه) ب P  دست آوريدنسبت به مبدأ مختصات بهرا .  

 
),(اگر   )الف baF ي   قرينهE بايد    باشد ،M ي وسـط    نقطه

E و Fباشد  :   

  

62
242  b

byy
y FE

M     32      و
112  a

axx
x FE

M  

),(در نتيجه  63Fاست  . 

),( اگر قرينه را )ب srQ ،بايد  بگيريد، به صورت مشابه),( 00Oي وسط  نقطهP و Qباشد  :   

   ss
s       و     020  rr

r 020  
  

 ---✨---  
   :نتيجه

),(ي ي نقطهقرينه P نسبت به مبدأ به صورت ),(  Qشود تعيين مي .  
  

هاي آن به صورت زيـر را   را يک متوازي الاضلاع در نظر گرفته و روابط بين طول و عرض رأس   ABCDچهارضلعي   :مثال✨

  : نشان دهيد

DBCA yyyy      و     DBCA xxxx  

  : در نتيجه

  . ص کردتوان مشخمختصات سه رأس معلوم باشد، رأس چهارم را ميفقط اگر 

  
  : كنيماز اين خاصيت استفاده مي

  . کننددر متوازي الاضلاع، قطرها يکديگر را نصف مي
  :بنابراين بوده و BD و ACوسط هر دو قطر  Mي پس نقطه

 

DBCA
DBCA

DB
M

CA
M

xxxx
xxxx

xx
x

xx
x


















2
22

2

2  

  . به روش مشابه، عرض نقاط هم خاصيت گفته شده را دارد
  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

B A 

C D 

M 

 
 

 E 

F 
M 
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  : در نتيجه

),(ي اگر دو نقطه 11 yx و ),( 22 yxآيددست ميه از خط داده شوند، شيب خط چنين ب :  

)( 21
12

12 xx
xx
yy

m 



 

  : بعلاوه

  :    ويسيم، يعنيي خط را به صورت منظم بناگر معادله
y 1  با ضريبي عبارات در سمت ديگر معادله باشند،   در يک سمت و بقيه  

  : در اين صورت
   .خواهد شد» ابت برابر عرض از مبدأعدد ث«و »  برابر شيب خطxضريب «هميشه 

  براي نمونه؛ 

163در خط   yx 2، شيب برابر
1m 6 و عرض از مبدأ برابر

1qزيرا. است  :  

6
1

2
1136163 6    xyxyyx )(  

  

   : خاصهايحالت

  21:، اگر طول دو نقطه برابر باشد، يعنيي شيب در محاسبه xx  0، مقدار
12 yy

m


ايـن حالـت   .  تعريف نشده است

 : افتدهاي عمودي اتفاق ميفقط در مورد خط

  
 .هاي عمودي، شيب تعريف نشده استدر مورد خط: پس

 21: ها برابر باشنداگر عرض yy  00 شيب برابر، آنگاه
12





xx
mرخ افقي هاي اين حالت فقط در مورد خط.  است

 :دهدمي

  
  

  .شيب هر خط افقي برابر صفر است: پس
 

  :شيب خط
  :   وقتي دو نقطه از يک خط را داشته باشيم

  . گويندها را شيب آن خط ميها به تغيير طولتغيير عرض) تقسيم: يعني(نسبت 
  

  

• 

• 

2y 

1y 

• • 

2x 1x 
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  :  ياد داشته باشيدهب

  .بين خط با جهت مثبت محور طول استي شيب خط، دقيقاً تانژانت زاويه

  
  
  
  

  : در نتيجه
  

  .ها برابر باشدهای آنکه دو خط موازی باشند، باید شیببرای آن
  

  
  
  
  
  
  
  

  

  
  : زيرا

),(اگر  yxلخواهي از خط باشد، طبق تعريف شيب خط بايدي د نقطه :  

)( 00
0

0 xxmyy
xx
yy

m 

  

  

),(ي  گذرا از نقطهخط :مثال✨ 21 13 و موازي خط  yxl   .   کند را با کدام طول قطع ميx، محور :

  
  : ي آنمعادله.  دارد3 است و در نتيجه خط مورد نظر هم شيب 3 برابر lشيب خط 

53132  xyxy ))((  
  :    باشد0yي تقاطع خط با محور طول، بايد در نقطه

3
5535300  xxxy :  

 ---✨---  
 

  خـپاس 

  :معادلهنوشتن 
  :   ي هر خط، به دو مورد نياز داريمبراي نوشتن معادله

),( :مختصات يک نقطه روي آن            و           m :شيب خط 00 yx   
  ها؛ با اين داشته

  : ي خط چنين نوشته خواهد شدمعادله
)( 00 xxmyy  

  

  

tanm شيب منفي  

  

tanm شيب مثبت  

  
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),(ي خطي گذرنده از نقطه :مثال✨ 21  12 و عمود بر خط  xy محور ،yکند را با کدام عرض قطع مي   .  

  
2شيب خط داده شده برابر 

1mشودشيب خط عمود بر آن چنين محاسبه ميآيد و در نتيجه دست ميه ب  :  

22

2
1
112

1 


 mmm  

  :شودي داده شده نوشته ميي آن خط با استفاده از نقطهپس معادله

42222122  xyxyxy )()(  
  :    باشد0xي تقاطع اين خط با محور عرض، بايد در نقطه

44020  yyx )(:  
  

 ---✨---  
 ١٤٠٢نهايي؛ خرداد 

نقاط 








2
4

A ،








0
1

B و 










k

k
C سه رأس مثلث ABCاگر مثلث در رأس .  هستندB قائمه باشد، مقدار kرا بيابيد  .  

  
1 شرط ،است BCBAچون  BCBA mmبريمميكار  را به : 

    

31
3332132113

211
0

14
02 













kkkkk
k

k
k
k

)( 

  

 ---✨---  

),( با دو رأس مجاور ABCDمربع  :مثال✨ 15A و ),( 410Bداده شده است  .  

                .  را بنويسيدABضلع ي معادله) الف
  .  را بنويسيدADي ضلع ، معادله)الف(با استفاده از ) ب

  
  :  شود نوشته ميAي ي ضلع توسط شيب و نقطهمعادله )الف

  پاسـخ 

  خـپاس 

  خـپاس 

  :هاي عمود بر همخط

  :  بر هم عمود باشند، آن است کهm و mهاي با شيبشرط آن که دو خط 

m
m

1   1mm  

  :به عبارت ديگر
  . حاصل شودm را داريم، کافي است آن را معکوس و سپس قرينه کرده تا mوقتي 

 



  

  )۱(حسابان 
  

                                                                                    جبر و معادله  :مبحث

 

 دکتر عليرضا نورالديني :تأليف

٥٧  http://www.darsamoz.com 

 

10531535555
31

15

5
3

510
14

5

00

















 yxxyxy

m

yx

AB

)(
),(

  

5 عمود است، شيب آن با معكوس و قرينه كردن AB بر ضلع ADچون ضلع  )ب
3

  : شود حاصل مي

3
5

5
3  ADAB mm  

  :  ADي ضلع اكنون معادله

28352553353
51 3   yxxyxy )(  

  

 ---✨---  

   ) با تغییراز کتاب( :مثال✨

),(ي  نقطه 8xS   واحد مطابق شکل داده شـده       10اي به شعاع     روي نيم دايره 
سپس به دو روش زير نشان دهيد مثلث        .  را مشخص کنيد   Sمختصات  . است

PSQقائم الزاويه است  :  
 هاشيب خط) ب                           ي فيثاغورس رابطه) الف

  
  :  تا مبدأ برابر شعاع دايره استSي فاصله

6363610064108 02222   xxxx x 

),(پس  86Sبوده است  .  

),(با توجه به شعاع دايره،  )الف 010P و ),( 010Q20102اند و  بوده PQتعيين طول اضلاع.  است :  

3206425680610 22  )()(PS  

806416680610 22  )()(QS  

4008032022چون  QSPS 4002 و PQي فيثاغورس برقرار بوده و  است، رابطه90QSP   .  استˆ

  : طور است شود كه همين1 برابر QS و PSهاي است ضرب شيبكافي )ب

164
64

4
8

16
8

106
08

106
08 













)(QSPS mm  
  

 ---✨---  
   :ي خطوطمقايسه

  

 به صورت استاندارد و خطاگر معادلات د cbyaxو   cybxa دو خط شوند، آنگاهنوشته :  

 اند، هرگاهموازي :
b
b

a
a

 اندها متقاطعغير اين صورت خط و در.  

 اند، هرگاهبر هم منطبق :
c
c

b
b

a
a

.    

 بر هم عمودند، هرگاه : bbaa.  
  

  خـپاس 

A  
B  

C  
D  

 

P Q 

),( 8xS 

O 
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دستگاه معادلات  تعيين کنيد که را طوري mمقدار  :مثال✨







mymx

mymx

2423
1

)(
  . باشدشمار جواب  داراي بي

  
  : قبلمطلبطبق . هاي متناظر بر هم منطبق باشند خطبايد

m
m

m
m

24
1

2
1

3 



  

2ي از حل معادله
1

3 


m
m 1 مقاديرm3  وmهر مقداري كه تساوي خط بالا را به صورت كامل برقرار سازد، . آينددست ميه ب

  :جواب مسأله است

64
13

23
1

3
33





 :m        24       و

11
21

1
3
11





 :m  

  . قابل قبول است1بنابراين فقط عدد 
  

 ---✨---  
  

  
  
  
  
  
  
  

  : بويژه

),(ي مبدأ مختصات فاصله   :  تا اين خط برابر است با00

22 ba

c



||  

   :ي نقطه تا خط که فاصلهتوجه کنيد
 خط عمود رسم شده از نقطه به خط استهمان طول پاره. 

 ي آن نقطه تا تمام نقاط روي خط استترين فاصلهکوتاه.  
  

121دو خط  :مثال✨  yxl 722 و :  yxl   . اند داده شده:

              . ي برخورد دو خط را مشخص کنيدنقطه) الف
),(ي ي نقطهفاصله) ب 97C 2 از خطlدست آوريده را ب .   

  
  : آيددست ميهل دستگاه زير بي برخورد دو خط از حنقطه )الف
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12

72
12

















yy
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  خـپاس 

  خـپاس 

  : خطي نقطه تا فاصله
0بايد ابتدا خط را به صورت مرتب  cbyaxسپس.  نوشت :  

),(ي نقطهيک ي فاصله  yxاز اين خط برابر است با :  

22 ba

cbyax
D






||   
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  :y در يكي از معادلات به جاي 3جايگذاري 
1132  xx 

  

),(ي  را استاندارد كرده و فرمول بالا را در مورد نقطه2lخط  )ب 97Cبريم بكار مي   :  

5
18

5
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7927072
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


 ||
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|)()(|
yx  

  

 ---✨---  

),(ي هنقط :مثال✨ 32A022  رأس مربعي است كه خط  yxرا حساب کنيدمساحت مربع . باشد يك قطر آن مي.  

  
  : دهددست ميه از قطر مربع، نصف طول قطر را بAي ي نقطهبا توجه به شكل، فاصله

 

5
5
5

5
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2322
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


 |||)(|
AH  

2adي با استفاده از رابطه.  است52dپس قطر مربع   بين ضلع و قطر، طول ضلع مربع 
2
52

2
 d

a بوده و بنابراين 

  :ت بامساحت مربع برابر اس

102
54

2
52

2
2 








 aS  
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123دو خط    )از کتـاب( :مثال✨  yx   232 و  yx هاي دو ضـلع يـک مـستطيل هـستند و             معادله),( 52A    يـک رأس 

  .مساحت مستطيل را حساب کنيد. مستطيل است

  
هـا  كـدام از خـط     روي هـيچ   Aي  و نقطه ) ها نابرابرند شيب(ط موازي نيستند    چون دو خ  

، پـس شـكل مربوطـه تقريبـاً بـه           )ها صادق نيـست    در خط  Aچون مختصات   (قرار ندارد   

  : رو استهصورت روب

  : نتيجه
  : كند عرض مستطيل را مشخص مي از دو خط، طول وAي فاصله

            )طول مستطيل(
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152230123
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  :پس مساحت برابر است با
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  خـپاس 

  خـپاس 
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   :فاصله دو خط موازي
  : ي اين فاصله وجود دارددو روش براي محاسبه

   :روش اول
ها تا خط ديگر ي دلخواهي روي يکي از خطنقطهي ي مورد نظر برابر فاصلهفاصله
   .است

   :روش دوم
مشابه  به صورت   را   هاآن در عددهاي مناسبي،     دو خط  با ضرب معادلات   cbyax و   cbyax آنگـاه .  بنويسيد 

  : برابر است بادو خطي فاصله

22 ba
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D



 ||  

    :دليل
  : کنيماي روي خط دوم انتخاب ميطبق روش اول، نقطه
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  :  کافي است فاصله اين نقطه تا خط اول را حساب کنيم
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12ي دو خط فاصله :مثال✨  yx 22 و x
y را حساب کنيد  .  

  
  : دو خط داده شده شيب برابر دارند

22
112 2 x

yyx     22   و x
y   

  : به روش دوم در بالا. موازي هستندپس 
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432معادلات دو ضلع يک مربع به صورت         :مثال✨  yx  064 و  myx13اگـر مـساحت مربـع    .  است
 باشـد،  9

  .  را حساب کنيدmمقدار 

 
  : به روش بالا. ها برابر ضلع مربع استي آنچون دو ضلع داده شده موازي هستند، فاصله
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52پس مساحت برابر 
8 2

2 )(  m
aSطبق فرض.  بوده است :  
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),(ي  نقطه- ١ 6234  mmPي فاصله.  روي نيمساز نواحي دوم و چهارم قرار داردPاز مبدأ را بيابيد  . 
  

 سه خط- ٢









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00142
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kyxk
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)(

  .   را بيابيدk!) . کننديعني هر سه در يک نقطه با هم برخورد مي(اند  در يك نقطه متقارب

  !ي تقاطع دو خط اول را تعيين کنيد؛ خط سوم نيز بايد از اين نقطه عبور کندنقطه :راهنمايي
  

),(هاي  مثلث با رأس- ٣ 21A ،),( 03B و ),( 21 Cداده شده است  .  
 الساقين است؟  آيا اين مثلث متساوي )الف

  .  را نوشته و طول آن را حساب کنيدAMي ي ميانهمعادله) ب
  

),(ي  نشان دهيد نقطه- ٤ 1112Cي خط واصل دو نقطه روي عمود منصف پاره),( 30 Aو ),( 156Bقرار دارد  .  
  

),( با نقاط ABخط ي عمود منصف پاره معادله- ٥ 12A و ),( 43Bرا به دو روش بنويسيد : 

  نقطه در صفحهي دو فرمول فاصله) اي روي آن                بتعيين شيب و نقطه) الف
  

),( هرگاه - ٦ 22 A و ),( 23C دو رأس مربع ABCDي قطر  باشند، معادلهBDرا بنويسيد .  
  

52ي  به معادلهd خط - ٧  xy ي نقطه و),( 34Aاز نقطه.  داده شده است A عمود AHايم را بر خط وارد کرده .  
  .  را بنويسيدAHي خط  را حساب کرده و معادلهAHشيب ) الف
  . گاه تعيين کنيد را توسط حل دستHي مختصات نقطه) ب
 .  را به دو روش حساب کنيدAHطول ) پ

  

),(ي نقطهي اصلهف - ٨ 21A 14ي به معادله از خط  yaxمقدار . است 2  برابرaرا بيابيد  .  
  

1هاي به معادلهي دو خط موازي اصلهف - ٩ xy 2 و xyرا حساب کنيد   .  
  

 :منتخب کتاب

),(اي نقاط  دو انتهاي يکي از قطرهاي دايره- ١ 60A و ),( 88 Bي شعاع و مختصات مرکز دايره را بيابيداندازه.  هستند .  

 )۶ (پاسخ دهيد



  

  )۱(حسابان 
  

                                                                                    جبر و معادله  :مبحث

 

 دکتر عليرضا نورالديني :تأليف

٦٢  http://www.darsamoz.com 

534 خط - ٢  yxي به مرکز  بر دايره),( 21Oطول شعاع دايره را بيابيد.  مماس است .  
  

),( نقاط - ۳ 1311 A ،),( 33B و ),( 13Cس مثلث  سه رأABC باشند يم.   
  .دي به دست آورشود يوارد م Cس أ رري نظانهيدر م B را که از رأس يطول عمود) الف

   .  الاضلاع باشدي متوازکي ABCD  کهدي کننيي را چنان تعD سأمختصات ر) ب
  

xy  خطي رويا نقطه - ۴ 2مختصات و نقطهأ آن تا مبديها فاصله که مجموع دي کننيي تع  ),( 42Aباشد5  برابر  .  
  

2082شکل نماي جانبي يک عدسي از منحني         -۵  xxy     بـه صـورت
  .) هستند نقاط انتهايي عدسيB و A: (رو داده شده استروبه

  
متر باشد، بيشترين ضـخامت      بر حسب ميلي   yاگر عدسي کاملاً متقارن و      

  . عدسي را حساب کنيد
  

  

  

),( نقاط - ۶ 24A ،),( 11 B و ),( 28 Cس مثلث  سه رأABC و نقاط H و M به ترتيب پاي ارتفاع AHي  و ميانه
AM روي ضلع BCطول .  هستندMHرا حساب کنيد  .   

 

  

  
4هاي  اگر دو ضلع يک شش ضلعي منتظم روي خط         yx   122 و  yx            واقـع باشـند، مـساحت شـش ضـلعي را 

  . حساب کنيد

  
  
  

  )ويژه علاقمندان( چالش



  هاي آموزشيمجموعهکامل ليست 

  
  

  
  
  
  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .  هستيممتمرکز بر ارتقاي کيفيت آموزشما 
  سپاس از توجهتان

  

  
٠٩٣٥   ٦٠٠   ٨٤٥٤  

٠٩٢٠   ٦٠٠   ٨٤٥٤  

  رياضي تيزهوشان  )عادي(متوسطه اول   )عادي(دوره ابتدايي 

  رياضي تيزهوشان ششم  جزوه رياضي هفتم  جزوه رياضي پنجم

  مهفترياضي تيزهوشان   جزوه رياضي هشتم  جزوه رياضي ششم

  مهشترياضي تيزهوشان   منهجزوه رياضي   

  منهرياضي تيزهوشان     

 

  )تشريحي: تجربي(متوسطه دوم   )کنکوري: تجربي(متوسطه دوم 

  جزوه تشريحي رياضي دهم  جزوه کنکور رياضي دهم

  جزوه تشريحي رياضي يازدهم  جزوه کنکور رياضي يازدهم

   رياضي دوازدهمجزوه تشريحي  جزوه کنکور رياضي دوازدهم

    جزوه جامع کنکور تجربي

 

  )تشريحي: رياضي(متوسطه دوم   )کنکوري: رياضي(متوسطه دوم 

  جزوه تشريحي رياضي دهم  جزوه کنکور رياضي دهم

  )۱(جزوه تشريحي هندسه   )۱( کنکور حسابان جزوه

  )۲ (هندسهجزوه تشريحي   جزوه کنکور آمار و احتمال

  )۱(جزوه تشريحي حسابان   )۲(جزوه کنکور هندسه 

  جزوه تشريحي آمار و احتمال  )۲(جزوه کنکور حسابان 

  جزوه تشريحي رياضيات گسسته  جزوه کنکور رياضيات گسسته

  )۳(جزوه تشريحي هندسه   )۳(جزوه کنکور هندسه 

  )۲(جزوه تشريحي حسابان   جزوه جامع کنکور رياضي

 

  رشته انساني

  ) در يک مجموعه، البته تفکيک شدهکنکور+ تشريحي (و آمار پايه دهم جزوه رياضي 

  )کنکور در يک مجموعه، البته تفکيک شده+ تشريحي (و آمار پايه يازدهم ياضي جزوه ر

  )کنکور در يک مجموعه، البته تفکيک شده+ تشريحي (و آمار پايه دوازدهم جزوه رياضي 

 

  )نهم به دهم( استعداد تحليلي   )ششم به هفتم(استعداد تحليلي 

  )تصويري(هوش غيرکلامي جزوه   )ادبي(ش کلامي هوجزوه 

   و محاسباتهوش رياضيجزوه   )تصويري(هوش غيرکلامي جزوه 

  )شامل تحليل متن(منطق و استدلال هوش جزوه    منطقي و سرعتي- هوش رياضي جزوه 
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